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Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 


i3ei  der  ersten  Bearbeitung  des  jetzt  in  zweiter  Auflage 
erscheinenden  Lehrbuches  der  .analytischen  Geometrie  der 
Eljene  waren  es  hauptsächlich  zwei  Gesichtspunkte,  welche  ich 
fortwährend  im  Auge  behielt.  Was  zuvörderst  in  materieller 
Hinsicht  die  Auswahl  des  Stoffes  betrifft,  so  war  mein  Augen- 
merk darauf  gerichtet,  wenigstens  innerhalb  bestimmter  Gren- 
zen eine  gewisse  Vollständigkeit  zu  erzielen.  Die  mehr  prak- 
tische Richtung  meiner  Zuhörer  an  der  hiesigen  polytech- 
nischen Schule,  für  welche  das  Lehrbuch  zunächst  bestimmt 
ist,  wies  mich  daraufhin,  aus  dem  reichen  Materiale,  welches 
namentlich  die  Theorie  der  Linien  zweiten  Grades  darbietet, 
besonders  solche  Sätze  auszuwählen,  welche  eine  constructive 
Anwendung  gewähren.  Ich  habe  mich  bemüht,  diese  Sätze 
zu  einem  organischen  Ganzen  zu  vereinigen,  welches  die 
Bestimmung  hat,  die  Verschiedenartigkeit  der  Methoden  der 
analytischen  Geometrie  klar  hervortreten  zu  lassen.  —  Li 
formeller  Hinsicht  war  in  Betreff  der  Darstellung  mein  Stre- 
ben besonders  auf  Vereinfachung  des  Calcüls  mittelst  geo- 
metrischer Deutung  der  Gleichungen  und  auf  eine  möglichst 
natürliche  Verknüpfung  der  einzelnen  Untersuchungen  ge- 
richtet. Die  letztere  Rücksicht  ist  namentlich  für  mich  bei 
der  Anordnung  des  Inhaltes  der  Capitel  IV  bis  VIII  entschei- 
dend gewesen.  Da  bei  den  in  den  ersten  Capiteln  enthaltenen 
geometrischen  Lehrsätzen  grossentheils  an  Resultate  ange- 
knüpft werden  konnte,  welche  ich  als  aus  der  Elementar- 
geometrie bekannt  voraussetzen  durfte,  so  schien  es  mir  zweck- 
mässig, auch  bei  Untersuchung  der  Kegelschnitte  von  einer 
allgemeinen  Eigenschaft  dieser  Linien    auszugehen,    welche 


IV 

sich  leiclit  rein  geometriscli  begründen  lässt.  Sind  aus  dieser 
allgemeinen  Eigenschaft  die  Kegelschnittsformen  nebst  den 
zugehörigen  Gleichungen  gewonnen,  so  können  dieselben  nach- 
her mittelst  der  Methoden  der  analytischen  Geometrie  weiter 
verfolgt  werden;  aus  diesen  speciellen  Discussioneu ,  welche 
sich  auf  Bekanntes  stützen,  lässt  sich  dann  leichter  eine  mit 
um  so  grösserer  Strenge  zu  führende  allgemeine  Untersuchung 
ableiten.  Die  scheinbare  Identität  der  LFeberschriften  „die 
Kegelschnitte"  im  vierten  und  „die  Linien  zweiten 
Grades"  im  achten  Capitel  findet  in  diesem  Gedankengange 
ihre  Rechtfertigung.  Am  ersteren  Orte  tritt  der  stereometrische 
Ausgangspunkt  in  den  Vordergrund,  an  der  letzteren  Stelle 
soll  seine  Beziehung  zu  den  Gleichungen  zweiten  Grades  er- 
läutert werden. 

Diesen  der  Hauptsache  nach  bereits  in  der  Vorrede  zur 
ersten  Auflage  niedergelegten  Bemerkungen  habe  ich  wenig 
hinzuzufügen,  da  der  Inhalt  der  neuen  Auflage  nicht  wiesen t- 
lich  von  der  ersten  abweicht.  Neu  hinzugekommen  ist  nur 
der  von  der  Quadratur  der  Hyperbel  handelnde  Abschnitt, 
sowie  Einzelnes  bei  der  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades.  Der  erstere  Zusatz  hat  die  Bestimmung, 
die  auf  die  Quadratur  der  Kegelschnitte  bezüglichen  Unter- 
suchungen zu  vollkommener  Abruudung  zu  bringen;  bei  der 
neuen  Bearbeitung  eines  Theiles  des  achten  Oapitels  strebte 
ich  danach,  Betrachtungen,  welche  für  den  Anfänger  in  der 
Regel  nicht  ohne  Schwierigkeit  sind,  eine  grössere  Schärfe 
und  Klarheit  zu  verleihen.  Aus  demselben  Streben  sind  eine 
Menge  kleinerer  Aenderungen,  welche  fast  jeder  Paragraph 
enthält,  hervorgegangen. 

Dresden,  Ostern  1863. 

0.  Fort. 


Vorrede  zur  dritten  Auflage. 


JJie  gegenwärtige  dritte  Auflage  meiner  analytisclieu 
Geometrie  der  Ebene  unterscheidet  sicli  von  der  zweiten  nur 
durch  eine  Menge  kleinerer,  auf  Strenge  der  Begründung 
und  Klarheit  des  Ausdruckes  bezüglicher  Aenderungen.  Die 
Einführung  einiger  abgeänderter  Bezeichnungen  wurde  durch 
den  Wunsch,  mit  anderwärts  lieblichem  in  besseren  Einklang 
zu  kommen,  bedingt.  Wenn  im  Uebrigen  der  Inhalt  des 
Buches  derselbe  geblieben  ist  und  die  neueren  Theorieen, 
namentlich  der  Gebrauch  der  Liniencoordinaten,  sowie  der 
homogenen  Coordinaten,  nicht  Berücksichtigung  gefunden 
haben,  so  ist  daran  zu  erinnern,  dass  die  Auswahl  des  Stoffes 
hauptsächlich  mit  Rücksicht  auf  das  praktische  Bedürfniss 
künftiger  Techniker  getroffen  wurde.  Dafür,  dass  ein  Lehr- 
buch innerhalb  der  beschränkten  Grenzen  des  vorliegenden 
auch  für  grössere  Kreise  Befriedigung  gewährt,  dürfte  der 
rasche  Absatz  zweier  starker  Auflagen  ein  Zeugniss  ablegen. 

Dresden,  im  September  1871. 

0.  Fort 
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Einleitung. 


XJsbS  Gebiet  der  niederen  Geometrie  beschränkt  sieb  auf  die  Un- 
tersuchung der  Eigenschaften  derjenigen  räumlichen  Gestalten,  welche 
mit  Benutzung  des  Lineals  und  Zirkels  darstellbar  sind ,  d.  i.  der 
geradlinigen  Gebilde  und  des  Kreises,  sowie  derjenigen  Flächen  und 
Körper,  deren  Entstehung  in  einfacher  Weise  auf  diese  beiden  Grund- 
formen zurückgeführt  werden  kann.  Ihre  Methode  geht  dabei  im 
Wesentlichen  von  der  Anschauung  aus ,  und  wenn  sie  sich  zu  ihren 
Untersuchungen  auch  der  reichen  Hülfsmittel  der  Algebra  bedient, 
so  geschieht  dies  doch  nur  zu  dem  Zwecke,  um  die  Formen  von 
Grössenbeziehungen,  welche  ursprünglich  der  geometrischen 
Construction  entnommen  wurden ,  umzubilden  und  dadurch  zu  Lehr- 
sätzen oder  zur  Lösiing  von  Aiifgaben  zu  gelangen.  Dieser  Art  von 
Anwendung  der  Arithmetik  auf  die  Raumlehre  gehört  die  sogenannte 
rechnende  Geometrie  und  die  gewöhnlich  als  besonderer  Theil  davon 
getrennte  Trigonometrie  an. 

Bei  jeder  solchen  Benutzung  der  Zahlenlehre  zu  geometrischen 
Untersuchungen  ist  die  Möglichkeit  vorausgesetzt,  dass  man  die 
Zahlen  ebenso,  wie  der  Raum  an  keiner  Stelle  unterbrochen  erscheint, 
als  stetig  veränderlich  auffassen  kann.  Die  Erweiterungen^  welche 
die  Zahlenreihe  durch  die  Operationen  der  allgemeinen  Zahlenlehre 
erlangt,  geben  hierzu  die  Mittel  an  die  Hand.  Während  nämlich 
die  Weite  der  SiDrünge,  welche  beim  Uebergange  von  einer  Zahl 
zu  ihrer  nächstfolgenden  oder  nächstvorhergehenden  stattfinden 
müsssen,  durch  die  Einschiebung  der  gebrochenen  Zahlen  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann ,  gewährt  die  Einführung  der  Lrrational- 
zahlen  die  Möglichkeit,  die  auch  hierbei  noch  bleibenden  Lücken 
auszufüllen ;  mittelst  der  negativen  Zahlen  wird  aber  die  anfänglich 
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vorhandene  einseitige  Begrenzung  aufgehoben.  Durch  diese  Erwei- 
terungen wird  die  Reihe  der  auf  einander  folgenden  Zahlen  mit  einer 
nach  beiden  Seiten  unbegrenzten  geraden  Linie  vergleichbar;  der 
üebergang  von  einem  Punkte  dieser  Geraden  zu  einem  andern  mit 
Durchlaufung  aller  möglichen  Zwischenpunkte  lässt  sich  durch  den 
üebergang  von  einer  Zahl  zu  einer  andern  darstellen. 

Diese  durch  die  stetige  Veränderlichkeit  der  Zahlen  erlangte 
Analogie  zwischen  den  Zahl-  und  Raumgrössen  ist  für  die  Entwieke- 
lung  der  geometrischen  Wissenschaft  von  der  grössten  Wichtigkeit 
geworden.  Descartes  (1596  — 1650)  fand  hierin  die  Mittel,  auch 
Beziehungen  der  Lage  in  einer  arithmetischen  Form  darzustellen 
und  dadurch  der  Geometrie  eine  Untersuchungsmethode  zu  eröffnen, 
welche  ziemlich  unabhängig  von  der  unmittelbaren  Anschauung  der 
zu  untersuchenden  Raumgebilde  bleibt. 

Dieser  Methode  liegt  die  Bemerkung  zu  Grunde,  dass,  wenn 
man  einer  von  zwei  Zahlen,  welche  durch  eine  Gleichung  an  einan- 
der gebunden  sind,  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werthe  annehmen 
lässt,  die  andere  Zahl  eine  von  der  jedesmaligen  Grösse  der  ersten 
abhängige  Folge  von  Werthen  erlangt.  Solchen  am  Faden  einer 
Gleiclmng  fortlaufenden  veränderlichen  Zahlen  legte  Descartes 
geometrische  Deutiingen  unter  und  gewann  diirch  dieses  Hülfsmittel 
aus  jeder  Gleichung  eine  stetige  Folge  von  Punkten  der  Ebene,  deren 
geometrischer  Ort  durch  ein  bestimmtes ,  von  der  besonderen  Natur 
der  benutzten  Gleichung  abhängiges  Bewegungsgesetz  festgestellt 
ist.  Die  Gleichung  ward  so  für  ihn  der  arithmetische  Ausdruck  der 
Form  einer  Linie.  Hiermit  war  einer  neuen  Wissenschaft,  der  ana- 
lytischen Geometrie,  die  Entstehung  gegeben*,  durch  welche 
die  Raumlehre*  eine  völlige  Umgestaltung  erlangt  hat.  Die  Lehre 
von  den  Gleichungen  zwischen  veränderlichen  Zahlen  wird  in  ihr  zu 
einer  unerschöpflichen  Bildungsquelle  räumlicher  Gestalten ;  zugleich 
gewährt  sie  aber  auch  die  Mittel,  durch  neue,  rein  algebraische 
üntersuchungsmethoden  die  Eigenschaften  dieser  Gebilde  zu  ent- 
decken. 

Während  dieser  Zweig  der  Geometrie  durch  Descartes  auf 
Betrachtung  der  Linien  in  der  Ebene  beschränkt  blieb ,  so  erlangte 


*  Die  Grundlagen  der  neuen  Wissenschaft  sind  in  einem  kleinen 
Werke  von  Descartes  enthalten,  welches  1637  unter  dem  einfachen 
Titel:  „Geometrie"  in  französischer  Sprache  erschien. 
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er  durch  die  Naclifolger  desselben  bald  eine  wesentlicbe  Erweite- 
rung, indem  er  sieb  aucb  des  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnten 
Raumes  bemächtigte.  Parent  (1666  — 1716)  wendete  zuerst  drei 
veränderliche  Zahlen  an,  um  eine  krumme  Oberfläche  durch  eine 
Gleichung  auszudrücken;  namentlich  aber  erhielt  diese  erweiterte 
Anwendung  der  analytischen  Geometrie  ihre  vollständige  Entwicke- 
lung  durch  Clairaiit  (1713  — 1765)  in  einem  Werke  über  die  Li- 
nien doppelter  Krümmung  und  die  krummen  Oberflächen.  Seitdem 
hat  eine  grosse  Zahl  der  vorzüglichsten  Mathematiker  sich  die  Fort- 
bildung der  neuen  Disciplin  zur  Aufgabe  gemacht. 

Ihi'em  historischen  Entwickelungsgange  getreu  zerfällt  die  ana- 
lytische Geometrie,  in  Uebereinstimmung  mit  der  Eintheilung  der 
nie'deren  Geometrie  in  Planimetrie  und  Stereometrie ,  in  zwei  Haupt- 
theile:  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  die  ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes.  Die  erstere  benutzt  die 
Lehre  von  den  veränderlichen  Zahlen  zur  Untersuchung  der  Linien 
in  der  Ebene,  die  letztere  beschäftigt  sich  mit  den  Linien  im  Räume 
und  den  Flächen. 

Die  analytische  Geometrie  der  Ebene ,  die  hier  zunächst  unsere 
Aufgabe  bilden  soll ,  hat  ihren  Ausgang  zu  nehmen  von  den  Metho- 
den, mittelst  deren  die  Lage  eines  Punktes  der  Ebene  in  der  Be- 
zeichnungsweise  dieser  Wissenschaft  ausgedrückt  wird. 


1* 


Erstes  Capitel. 

Die  Punkte  in  der  Ebene. 


§1- 

Punkte  in  einer  Geraden,     Rechtwinkliges  Coordinatensystem. 

In  einer  im  Punktet  einseitig  begrenzten  geraden  Linie  (einem 

Strahl)  Ä  X  (Fig.  1)  wird  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  P  durch 

die  Strecke  AP,  d.  i.  durch  seinen  Abstand   vom  Anfangspunkte 

j'io-.  1.  vollständig  bestimmt.    Die  Beschrän- 

j[  P'  j      p  kung,  hierbei  die  Linie  in  A  begrenzt 

'  '       '       '         ^       anzunehmen,    scheint    deshalb    noth- 

wendig,  weil  ausserdem  derselbe  Abstand  zweien  zu  beiden  Seiten 

von  A  gelegenen  Punkten  zukommen  würde.    Wir  gelangen  jedoch 

dahin,    diese   vorläufige  Einschränkung    zu   beseitigen,   wenn   wir 

einen  neuen  Punkt  A^  zum  Ausgange  für  die  Messung  der  Abstände 

wählen  und  den  Beziehungen ,   durch  welche  die  frühere  und  jetzige 

Entfernung  des  Punktes  P  vom  Anfange  der  Messung  an  einander 

geknüpft  sind ,  allgemeine  Geltung  zuschreiben.    Setzen  wir  nämlich 

AP  =  x,  A^^P  =  x^  m-id  AA^  =  a,  so  folgt: 

1)  X  =  x^  -{-  a 
und 

2)  x-^  =  X  —  a. 

Die  letztere  und  somit  auch  die  erste  Gleichung  findet  aber  für 
jede  beliebige  Lage  des  Punktes  P  Anwendung ,  wenn  man  für  solche 
Punkte ,  bei  denen  x  <Ca  ist ,  den  Werth  von  x^  negativ  in  Eech- 
nung  bringt.  Haben  daher  z.  B.  P  und  P'  gleiche  Abstände  von  A^ , 
so  kommen  den  von  A^  aus  nach  entgegengesetzter  Richtung  ver- 
laufenden Strecken  A^^P  und  Aj^P'  gleiche,  aber  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  versehene  Zahlwerthe  zu. 
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Sowie  wir  in  der  obigen  Figur  von  einem  links  gelegenen 
Punkte  Ä  der  Linie  ÄX  ausgingen,  konnten  wir  uns  auch  dieselbe 
Gerade  anfänglich  nach  rechts  begrenzt  vorstellen  und  ganz  wie 
vorher  von  ihrem  Endpunkte  nach  Ä^  übergehen.  Wir  gelangen 
hierdurch  ohne  Schwierigkeit  zu  ganz  entsprechenden  Beziehungen, 
gewinnen  aber  zugleich  die  üeberzeugung ,  dass  es  lediglich  Sache 
eines  vorläufigen  üebereinkommens  ist,  auf  welcher  Seite  vom  be- 
liebig gewählten  Anfangspunkte  aus  die  Entfernungen  aller  übrigen 
Punkte  derselben  Geraden  als  positiv  oder  negativ  in  Rechnung  zu 
ziehen  sind. 

Werden  die  in  1)  und  2)  gewonnenen  Gleichungen  in  der  Form 

^  =  ^1  +  (+  öj)  und  x^  =  X  -\-  {—  a) 

geschrieben,  so  erhalten  beide  eine  gemeinschaftliche  Schreibweise 
und  zeigen,  wie  man  von  den  Entfernungen,  welche  einem  anfäng- 
lich gewählten  Anfangspunkte  zugehören ,  zu  den  auf  einen  neuen 
Anfang  bezogenen  übergeht.  Beachtet  man  hierbei ,  dass  in  Ueber- 
einstimmung  mit  dem  Vorigen  zu  entgegengesetzten  Verschiebungen 
des  Anfangspunktes  entgegengesetzte  Vorzeichen  gehören,  so  kann 
die  Formel  1)  als  Inbegriff  beider  Gleichungen  angesehen  werden. 

Wir  gelangen  nach  diesen  Vorbetrachtungen  zu.  der  Bestimmung 
der  Lage  eines  an  beliebiger  Stelle  in  einer  gegebenen  Ebene  gele- 
genen Punktes ,  wenn  wir  zunächst  eine  gerade  Linie  als  seinen  geo- 
metrischen Ort  fixiren  und  in  dieser  seinen  Abstand  von  einem  festen 
Anfangspunkte  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  seien  XX'  und  YY' 
(Fig.  2)  zwei  der  Lage  nach  ge-  pjo-.  2. 
gebene ,  auf  einander  senkrechte  -^ 
und  im  Punkte  0  sich  schnei- 
dende Gerade  derjenigen  Ebene, 
in  welcher  die  Lage  eines  Punk- 
tes  Pj^    bestimmt    werden    soll.      X—^ ^ ^ — ^ 
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Zieht  man  von  Pj^  die  Gerade  P^  iV" 

senkrecht  auf  Y  Y\  also  parallel 

mit  XX' ^    so   wird   durch  die 

Strecke  iS^P^  =  0  ilf  der  Abstand  Y ' 

der  Geraden  P^  P^ ,  in  welcher  der  zu  bestimmende  Punkt  gelegen 

ist,  von  der  Linie  YY'  gemessen.    Wählt  man  hierauf  in  P1P4  den 

Punkt  M  als  Ausgang  für  die  Messung  der  Entfernung  aller  übrigen 

Punkte,  so  ist  in  dieser  Geraden  durch  die  Strecke  MP^  =  ON  daQ 
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Lage  von  Pj  vollständig  bestimmt.  Dasselbe  Resultat,  nämlich  die 
Abhängigkeit  der  Lage  des  Punktes  P^  von  den  Entfernungen  NJP^ 
und  -ZIX-Pi,  wird  gewonnen,  wenn  wir  anfänglich  dui-ch  MP^  die 
Lage  der  Geraden  P^  P^  fixiren  und  in  ihr  N  als  Anfangspunkt  der 
Strecke  NP^  wählen. 

Fassen  wir  das  Vorhergehende  zusammen ,  so  kommt  es  im 
Wesentlichen  darauf  hinaus ,  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene 
durch  seine  senkrechten  Abstände  von  zwei  in  dieser  Ebene  gelegenen, 
auf  einander  senkrechten  Geraden  zu  bestimmen.  Durch  diese  bei- 
den festen  Linien ,  auf  welche  die  Lage  aller  anderen  Pu.nkte  der 
Ebene  bezogen  werden  soll ,  wird  dieselbe  in  vier  Felder ,  die  Win- 
kelräume XOT,  TOT  X'OY'  und  Y'OX  zerlegt.  Insofern  nun 
jedesmal  ein  Punkt  in  jedem  dieser  Felder  dieselben  Entfernungen 
von  XX'  und  YY'  besitzt,  geht  die  bei  Punkten  in  einer  Geraden 
bereits  vorhandene  Unbestimmtheit  in  eine  Vierdeutigkeit  über ,  der 
wir  uns  jedoch ,  wie  dort ,  entziehen ,  wenn  wir  die  entgegengesetzte 
Richtung  der  Abstände  durch  einen  Wechsel  des  Vorzeichens  aus- 
drücken. Da  es  hierbei  nur  Sache  eines  vorgängigen  Uebereinkom- 
mens  ist,  wohin  man  die  positiven  und  wohin  man  die  negativen 
Strecken  zu  verlegen  hat,  so  soll  ein  für  allemal  die  Bestimmung 
getroffen  werden,  dass,  wo  nichts  Anderes  besonders  festgesetzt 
wird,  die  Distanzen  nach  der  rechten  Seite  von  YY'  aus  und  nach 
Oben  von  XX'  als  positive,  die  entgegengesetzt  gelegenen  dagegen 
negativ  in  Rechnung  gebracht  werden.  Haben  daher  z,  B.  in  Fig.  2 
die  Punkte  P^ ,  P^  >  -^35  -^4  ^^^  gleichen  Abstände  JVP,  =  NP.^ 
=  N'P.^  =  N'P^  ~  a  und  JfP,  :=  M' P,  =  M'P.^  =  M'P^  =  b, 
so  ist  nach  unserem  Uebereinkommen  die  Entfernung  des  Punktes 
Pj  von  der  Geraden  F  Y'  =  +  a,  von  der  Geraden  XX'  =  -{-h, 

-'-2      n       1)  5?  n  '      »)         "  5»  "  ~r"  ^  5 

-^3      "        "  )'  ?»       ■  '      "  "  "  "  ' 

Die  beiden  Linien  XX'  und  YY',  von  denen  die  Lage  aller 
Punkte  der  Ebene  abhängig  gemacht  ist ,  haben  die  Namen  C  o  o  r  - 
dinatenachsen  erhalten  und  bilden  zusammengenommen  ein 
rechtwinkliges  Coor dinatensy stem.  Ihr  Durchschnitts- 
punkt 0  führt  die  Benennung  Anfangspunkt  oder  Ursprung 
der  Coordinaten,  oder  auch  Mittelpunkt  des  Coordinatensystems ; 
die  Strecken  31 P  und  NP  werden  die  Coordinaten  des  Punktes 
P  genannt.    Um  die  beiden  Coordinaten,    sowie    die   zugehörigen 
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Achsen  auseinander  zn  halten ,  wollen  wir  die  mit  der  Achse  XX' 
parallele  Coordinate  mit  rr,  die  zu  YY'  parallele  mit «/  bezeichnen 
und  sie  entsprechend  ihrer  Bezeichnung  die  x-  und  die  2/ -Coordinate 
nennen;  von  den  Achsen  selbst  soll  XX'  mit  dem  Namen  a?- Achse 
oder  Achse  der  x,  YY'  mit  dem  Namen  ?/- Achse  oder  Achse  der  y 
belegt  werden.  Nach  dem  Obigen  ist  daher  für  den  Punkt  P^  die 
x  -  Coordinate  x  =  -\-  a  und  die  ?/-  Coordinate  2/  ==  +  & ,  für  P^  aber 
a;  =  —  a ,  y  =^  -\-  h  n.  s.  f. 

Insofern  in  Fig.  2  NP^  =  Oitfist,  muss  es  auch  ausreichen, 
zur  Bestimmung  der  Lage  von  P^  nur  die  y  -  Coordinate  MP^  zu 
construiren  und  die  auf  der  a;- Achse  abgeschnittene  Strecke  OM  als 
die  zugehörige  x  -  Coordinate  zu  betrachten.  Bei  dieser  zur  Abkür- 
zung des  Verfahrens  gebräuchlichen  Construction  fühx't  die  auf  der 
a;- Achse  abgeschnittene  Coordinate  den  Namen  Abscisse,  das  ent- 
sprechende y  den  Namen  Ordinate  des  Punktes  P^.  Beide  Benen- 
nungen lassen  sich  dann  auch  auf  die  Achsen  übertragen,  so  dass 
die  a;- Achse  den  Namen  Abscisse n-  und  die  «/- Achse  den  Namen 
Ordinatenachse  erhält.  Mit  demselben  Rechte  kann  allerdings 
auch  die  iC  -  Coordinate  NP^  direct  als  Ordinate  construirt  und  das 
zugehörige  y  als  Abscisse  ON  auf  der  ?/- Achse  abgeschnitten  wer- 
den; man  entgeht  jedoch  dieser  Unbestimmtheit,  wenn  man  im 
letzteren  Falle  auch  die  Bezeichnung  der  Achsen  verwechselt. 

Die  zuletzt  mitgetheilten  abgekürzten  Constructionen  gewinnen 
besonders  dann  eine  nvitzbare  Anwendung ,  wenn  in  einer  gegebenen 
Bildebene  ein  bestimmter  Punkt  mittelst  seiner  Coordinaten  aufge- 
tragen werden  soll.  Aus  dem  Früheren  erhellt ,  dass  diese  Aufgabe 
nur  eine  Lösung  haben  kann,  wenn  das  Coordinatensystem  und 
die  zur  Abmessung  der  geradlinigen  Strecken  dienende  Längenein- 
heit fixirt  ist. 

Wird  zu.r  Darstellung  eines  Punktes  nur  eine  seiner  beiden  Co- 
ordinaten gegeben,  so  genügt  der  gestellten  Aufgabe  jeder  Punkt 
derjenigen  Geraden ,  welche  in  einem  der  gegebenen  Coordinate 
gleichen  Abstände  parallel  zur  anderen  Achse  gelegt  werden  kann,* 

Die  Gleichung 

« 
3)  X  =  a 


*  Durch  die  nöthige  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen  der  Coordinaten 
werden  hierbei  die  beiden  in  gleichem  Abstände  von  einer  Geraden  ge- 
legenen Parallelen  unterschieden. 
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umfasst  also  die  Lagen  aller  Punkte  einer  in  der  Entfernung  a  zur 
V- Achse  gezogenen  Parallelen,  während  die  Gleichung 

4)  y  =  h 

einer  Parallelen  zur  a;- Achse  angehört.  In  gleicher  Weise  beziehen 
sich  die  Formeln 

5)  a;  =  0  und  y  =  0 

auf  alle  in  den  beiden  Coordinatenachsen  gelegenen  Punkte,  und 
zwar  die  erstere  aiif  die  y-  ^  die  letztere  auf  die  x  -  Achse.  Durch  das 
Zusammentreffen  der  beiden  letzten  Gleichungen  wird  der  Coordi- 
natenanfang  bestimmt. 

Die  Gleichungen  3)  bis  5)  stellen  einen  ersten  Fall  dar ,  in  wel- 
chem durch  eine  Gleichung  der  Lauf  einer  Linie  bestimmt  ist.  Eine 
Gleichung,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt,  führt  den  Namen: 
Gleichung  der  Linie.  Li  Nr.  3)  ist  daher  die  Gleichung  einer 
Parallelen  zur  ?/- Achse,  in  4)  die"  einer  Parallelen  zur  a;- Achse  ent- 
halten; Nr.  5)  umfasst  die  Gleichungen  der  beiden  Coordinaten- 
achsen. —  Da  zur  Bestimmung  eines  Punktes  zwei  Gleichungen  der 
unter  Nr.  3)  und  4)  enthaltenen  Formen  nothwendig  sind ,  so  zeigt 
sich,  dass  die  angewendete  Bestimmungsmethode  darauf  hinaus 
läuft ,  die  Lage  eines  Punktes  durch  den  Durchschnitt  zweier  gera- 
den Linien  zu  fixiren. 

§2. 
Schiefwinkliges  Coordinatensystem.     Polarcoordinaten. 

Dieselben  Beziehungen,    welche  im  vorigen  Paragraphen  für 
die  Lage  eines  Punktes  gegen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
Y\o   3  aufgestellt  wurden,  finden  auch 

für  zwei  einen  beliebigen  schie- 
fen Winkel  einschliessende  Co- 
ordinatenachsen Anwendung, 
wenn  man  nur  die  Coordinaten 
des  Punktes  nicht  mehr  in  senk- 
rechter Eichtung,  sondern  in 
■^  "'i  einer  zw  den  Achsen  parallelen 

V'  Lage  misst.    Fig.  2  geht  hierbei 

in  Fig.  3  über ,  an  welcher  alle  auf  die  erstere  Figiir  bezüglichen 
Betrachtungen  wiederholt  werden  können.  —  Der  von  den  positiven 
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Achsenseiten  eingeschlossene  zwischen  0  und  180''  gelegene  Winkel 
XOY führt  hier  den  Namen  Coordinatenwinkel,  das  System 
selbst  heisst  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystem,  Alle 
übrigen  Benennungen  werden  vom  rechtwinkligen  System  über- 
tragen. Die  rechtwinkligen  und  schiefwinkligen  Coordinaten  lassen 
sich  in  dem  Namen  Parallelcoordinaten  zusammenfassen. 

Die  Anwendung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  führt 
grossentheils  zu  einfacheren  Rechnungen ,  als  die  Wahl  eines  schief- 
winkligen ;  doch  werden  wir  auch  Fälle  kennen  lernen ,  wo  durch 
letzteres  eine  Vereinfachung  erlangt  wird.  Vorläufig  beschränken 
wir  uns  auf  eine  Untersuchung ,  welche  unabhängig  vom  Coordinaten- 
winkel für  beide  Arten  von  Parallelcoordinaten  Geltung  hat. ' 

Wird  die  2/- Achse  eines  Parallelcoordinatensystems  parallel  mit 
sich  selbst  tim  eine  auf  der  a;- Achse  gemessene  Strecke  a  verschoben, 
so  verkleinern  sich  hierdurch  die  Abscissen  um  diese  Grösse  a,  wenn 
die  Verschiebung  nach  der  Seite  der  positiven  x  vor  sich  geht ;  sie 
nehmen  dagegen  um  dieselbe  Strecke  zu,  sobald  die  Verschiebung 
im  entgegengesetzten  Sinne  stattfindet.  Bezeichnen  wir  mit  x  die 
auf  die  anfängliche  2/- Achse  bezogene  Abscisse  eines  beliebigen  Punk- 
tes ,  dagegen  mit  x^  die  entsprechende  Entfernung  desselben  Punktes 
von  der  nexien  Achse,  so  lassen  sich  beide  Fälle  in  der  Formel 

1 )  x^=^Xy-\-  a 

zusammenfassen ,  wenn  nur  ein  nach  der  Seite  der  negativen  x  liegen- 
des a  auch  als  negative  Abscisse  in  Rechnung  gezogen  wird.  Die 
Analogie  mit  der  in  §  1  besprochenen  Verschiebung  des  Anfangs- 
punktes für  Messung  der  Abstände  von  Punkten  in  einer  Geraden 
enthält  hierfür  den  Beweis.  —  Wird  ferner  die  x  -  Achse  um  eine  auf 
der  2/ -Achse  gemessene  Strecke  &  parallel  zu  sich  selbst  verschoben 
lind  bezeichnet  man  dabei  mit  y  und  y^  die  ursprünglichen  nnd  neuen 
Ordinaten  eines  Punktes  der  Coordinatenebene ,  so  ergiebt  sich  in 
gleicher  Weise ,  wie  vorhin ,  das  Resultat : 

2)  2/  =  2/i  +  &. 

Insofern  a  und  h  die  nach  der  Richtung  der  x  und  y  gemessenen 
Verschiebungen  beider  Achsen  bezeichnen,  stellen  sie  zugleich  die 
Verschiebungen  des  den  Achsen  gemeinschaftlichen  Punktes  dar, 
oder  bilden  mit  anderen  Worten  die  Coordinaten  des  neuen  Anfangs- 
punktes. Bestätigt  wird  dieses  Resultat,  wenn  man  in  1)  und  2) 
nach  Anleitung  von  5)  in   §  1   für  den  neuen  Coordinatenanfang 
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«1  =  0  und  yi  =  0  setzt.  Der  Inhalt  der  Formeln  1)  und  2)  lässt 
sich  hiernach  zu  der  Eegel  zusammenfassen,  dass  bei  paralleler 
Achsenverschiebung  jede  der  beiden  ursprünglichen  Coordinaten 
eines  Punktes  ausgedrückt  wird  durch  die  algebraische  Summe  aus 
der  entsprechenden  neuen  Coordinate  desselben  Punktes  und  der  des 
neuen  Anfanges. 

Zu  einer  von  dem  Vorigen  wesentlich  verschiedenen  Methode, 
die  Lage  eines  Punktes  in  einer  Ebene  zu  bestimmen ,  gelangt  man 
durch  Vertauschung  der  parallel  mit  sich  selbst  verschiebbaren  Linie, 
welche  bei  Anwendung  der  Parallelcoordinaten  alle  Punkte  der 
Ebene  in  sich  aufnehmen  muss,  mit  einer  um  einen  festen  Punkt 
drehbaren  Geraden.  Dies  geschieht  in  den  sogenannten  Polar- 
coordinaten, welche  die  Lage  eines  jeden  Punktes  der  Cbordi- 
natenebene  durch  seinen  Abstand  von  einem  festen  Punkte  —  dem 
Pol  —  und  den  Winkel  ausdrücken,  den  seine  geradlinige  Entfer- 
nung vom  Pole  mit  einer  festen  durch  den  Pol  gelegten  Achse 
einschliesst.  Stellt  nämlich  OX  in  Fig.  4  die  Achse  des  Polarcoordi- 

natensystems  dar,  die  wir  uns  im 
Pole  0  begrenzt,  nach  X  zu  aber 
unbegrenzt  denken  müssen,  so  wird 
die  Lage  des  Punktes  P  durch  den 
Abstand  OP —  seinen  sogenannten 
Radiusvector  oder  Leitstrahl 
—  bestimmt,  wenn  ausserdem  der 
Winkel  XOP  gegeben  ist,  den  dieser  Radius vector  mit  der  Achse 
bildet,  nebst  der  Drehrichtung,  in  welcher  dieser  Winkel  gemessen 
werden  soll.  Wir  wollen  den  Leitstrahl  OP  mit  r  und  den  Winkel 
XOP,  welcher  die  Anomalie,  die  Amplitude  oder  auch  der 
Polar  winke!  genannt  wird,  mit  cp  bezeichnen;  r  und  go  bilden 
dann  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  P. 

Lässt  man  den  Winkel  ip  immer  in  derselben  Richtung  von  OX 
aus  von  0  bis  360*^  wachsen,  so  geht  der  bewegliche  Radiusvector, 
der  hierbei  von  0  nach  P  hin  unbegrenzt  angenommen  werden  muss, 
durch  alle  Punkte  der  Ebene  hindurch,  ohne  dass  er  rückwä,rts  über 
0  hinaus  verlängert  zu  werden  braucht.  Haben  also  z.  B.  die  in  eine 
Gerade  zusammenfallenden  Strecken  OP  und  OP'  dieselbe  Grösse, 
so  kommen  den  Punkten  P  und  P'  gleiche  Werthe  von  r  zu,  während 
die  Anomalie  des  letzteren  Punktes  um  180  ^  grösser  ist,  als  die  des 
Punktes  P.    So  lange  es  daher  nur  gilt,   die  Lage  aller  Punkte  der 
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Ebene  durch  Polarcoordinaten  zu  fixiren,  können  negative  LeitstraUen 
ebensowolil  ausgesclilossen  werden,  als  Polarwinkel  ausserhalb  der 
Grenzen  0  bis  360''.  Sollen  dagegen  alle  möglichen  Werthe  von  r 
und  (p,  wie  sie  sich  z.  B.  als  Wurzeln  einer  Gleichung  ergeben  kön- 
nen, geometrisch  gedeutet  werden ,  so  ist  es  auch  uöthig,  negative 
Werthe  von  r  und  cp ,  sowie  Winkel  zuztilassen ,  welche  eine  volle 
Umdrehung  überschreiten.  Negative  Leitstrahlen  sind  hierbei  in 
Uebereinstimmung  mit  den  bei  den  Parallelcoordinaten  getrof- 
fenen Bestimmungen  als  entgegengesetzt  gerichtete  Strecken  zu  deu- 
ten; negative  Polarwinkel  entsprechen  in  analoger  Weise  einer  ent- 
gegengesetzten Drehrichtung 5  Winkelwerthe  endlich,  welche  über 
eine  Umdrehung  hinausgehen,  werden  durch  die  Bemerkung  erledigt, 
dass ,  wenn  man  einen  Winkelschenkel  festhält  und  dem  andern  eine 
volle  Umdrehung,  sei  es  nach  der  einen  oder  andern  Seite,  giebt,  da- 
durch immer  die  ursprüngliche  Schenkellage  wieder  hergestellt  wird. 
Zwischen  den  Polar-  und  den  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  finden  sehr  einfache  Beziehungen  statt,  wenn  man  den  Pol 
mit  dem  Coordinatenanfange  des  rechtwinkligen  Systems  und  die 
Achse  der  Polarcoordinaten  mit  der  positiven  Seite  der  a;- Achse  zu- 
sammenfallen lässt,  wobei  die  Grösse  des  Winkels  qo  in  der  Dreh- 
richtung von  OX  aus  nach  der  Seite  der  positiven  y  hin  wachsen  soll. 
Aus  Pig.  4,  worin  unter  den  gegebenen  Bedingungen  OJfund  J£P 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  P  darstellen,  ergiebt 
sich  dann  unmittelbar : 

3)  ic  =  r  cos  9? ,         y  ="  T  sin  w. 

Die  allgemeine  Giltigkeit  dieser  beiden  Relationen  zeigt  sich, 
sobald  man  in  Fig.  2  die  Leitstrahlen  der  vier  Punkte  P^ ,  P^i  ^z^ 
P^  construirt ,  wobei ,  wenn  der  Polarwinkel  von  P^  mit  a  bezeich- 
net wird,  die  Polarwinkel  der  drei  übrigen  Punkte  die  Werthe 
180^ —  a,  180*^-1-0:  und  360"  — o;  erhalten.  Beschränkt  man  sich 
zunächst  auf  positive  r  und  Werthe  von  cp  zwischen  den  Grenzen 
0  und  360",  so  bleiben  hierbei  r  und  die  absoluten  Werthe  von 
X  und  y  ungeändert ,  während  die  früher  genannten  verschiedenen 
Vorzeichen  der  rechtwinkligen  Coordinaten  der  vier  Punkte  P  sich 
aus  den  Vorzeichen  der  Sinus  und  Cosinus  ebenfalls  richtig  ergeben; 
es  bleibt  also  auch  die  Richtigkeit  der  obigen  Formeln  bestehen. 
Werden  nun  negative  Werthe  von  r  aufgenommen,  so  führen  die 
Coordinatenbezeichnungen  —  r  und  (p ,  sowie  -f-  r  und  180"  -}-  gp  zu 
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derselben  Lage  eines  Punktes ;  die  Vertauschung  dieser  beiderseitigen 
Werthe  ist  aber  ohne  Einfluss  auf  die  Richtigkeit  der  Gleichungen  3), 
weil  dabei  beide  Factoren  der  rechten  Theile  derselben  gleichzeitig 
ihre  Vorzeichen  ändern.  Was  endlich  negative  Werthe  des  Winkels  cp 
betriift ,  sowie  solche  Werthe ,  welche  360  °  überschreiten ,  so  lassen 
sich  dieselben  durch  Hinzu-  und  Hinwegnehmen  einer  ganzen  An- 
zahl von  Umdrehungen  immer  auf  Winkel  zurückführen,  welche 
zwischen  den  Grenzen  0  und  360"  enthalten  sind.  Dabei  bleibt  aber 
die  Schenkellage  und  hiermit  auch  die  Grösse  der  trigonometrischen 
Functionen  ungeändert;  die  Formeln  3)  bleiben  also  zu  Recht  be- 
stehen. 

Sowie  diese  Gleichungen  dazu  dienen,  um  von  den  gegebenen 
Polarcoordinaten  eines  Punktes  zvi  seinen  rechtwinkligen  überzu- 
gehen, so  erhält  man  Formeln  zur  Lösung  der  entgegengesetzten 
Aufgabe ,  wenn  man  die  erstei-en  auf  r  und  q)  reducirt.  Werden  näm- 
lich beide  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  so  entsteht: 


4)  r^  =  x^  -\-  2/^,  also  r  =  ]/x^  +  ?/^, 
während  man  durch  Division  zu  der  Gleichung 

5)  ian  w  =  — 

X 

gelangt.  Die  Unbestimmtheit ,  welche  die  Formeln  4)  und  5)  sowohl 
durch  das  doppelte  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  als  durch  die  Viel- 
deutigkeit eines  durch  seine  Tangente  gegebenen  Winkels  herbei- 
führen, liegt  in  der  Natur  der  Sache,  wird  aber  dadurch  beseitigt, 
dass  durch  die  besonderen  Vorzeichen  von  x  und  y  im  Voraus  der 
Quadrant  gegeben  ist,  in  welchem  der  durch  r  und  q)  zu  bestim- 
mende Punkt  gelegen  sein  muss. 

Etwas  complicirter  gestalten  sich  die 
Beziehungen  zwischen  den  schiefwinkligen 
und  Polarcoordinaten  eines  Punktes ,  wobei 
wieder  beide  Systeme  den  oben  aufgestell- 
ten Bedingungen  unterworfen  werden  sol- 
len. Wir  halten  uns  hierbei  an  Pig,  5,  wo 
OM=^x  und  MP^=y  die  schiefwinkligen 
Coordinaten  des  Punktes  P,  OP  =  r  und 
LMOP=^q)  seine  Polarcoordinaten  darstellen.  Der  Coordinaten- 
winkel  XOY  soll  mit  a  bezeichnet  werden.  Nimmt  man  ein  recht- 
winkliges  System   mit   demselben  Anfangspunkte    und    derselben 
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rr- Achse  zu  Hülfe,  in  welcliem  OQ  und  OP  die  Coordinaten  des 
Punktes  P  darstellen ,  so  haben  nach  den  Gleichungen  3)  diese  Co- 
ordinaten für  jede  Lage  des  Punktes  P  die  Werthe  r  cos  qp  und  r  sin  cp. 
Wird  ferner  der  Coordinatenanfang  in  diesem  Hülfssystem  nach  M 
verschoben ,  so  erlangen  die  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Punktes  P,  nämlich  31 Q  und  QP,  in  gleicher  Weise  die  Werthe 
y  cos  CO  und  y  sin  co.  Da  nun  bei  dieser  Verschiebung  der  neue  Co- 
ordinatenanfangspunkt  im  ursprünglichen  Systeme  die  Coordinaten 
X  und  0  besitzt,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  dieses  Para- 
graphen : 

6)  r  cos  (p  =  y  cos  03-{-x,      r  sin  (p  =  y  sin  co  *. 

Wird  hierin  auf  x  und  y  reducirt,  so  folgt : 

„,  r  sin  (co  —  qp)  r  sin  m 

")  x  = > \      y  =  —. . 

sm  CO  sm  CO 

Werden  ferner  die  beiden  Gleichungen  6)  qiiadrirt  imd  addirt,  so 

erhält  man: 

8)  r'^  =  x^  +  y^  -\- 2  xy  -cos  co , 

während  man  durch  Division  derselben  beiden  Gleichungen  zu  dem 

Resultate 


9)  tan  cp 


y  sin  CO 


y  cos  co-{-  X 

gelangt.  —  Die  allgemeine  Giltigkeit  dieser  Gleichungen  folgt  dar- 
aus ,  dass  die  dabei  zu  Grunde  gelegten  Formeln  für  jede  Lage  des 
Punktes  P  Geltung  haben. 

§3. 
Aufgaben. 

Durch  die  bis  jetzt  gewonnenen  Coordinatenbegriffe  nebst  ihren 
gegenseitigen  Beziehungen  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  mehrfache 
Aufgaben  zu  lösen.    Folo-ende  mösren  hier  Platz  finden. 


*  Da  die  linken  Seiten  beider  Gleichungen  die  Projectionen  von 
r  auf  die  x  -  Achse  und  eine,  rechtwinklig  hierzu  durch  0  gelegte  2/-Achse 
darstellen,  so  müssen  sie  auch  die  Projectionen  der  aus  x  und  y  zusam- 
mengesetzten gebrochenen  Linie  OMP  ausdrücken,  welche  mit  r  im 
Anfangs-  und  Endpunkte  übereinstimmt.  Beide  Gleichungen  enthalten 
hiernach  den  bekannten  Satz,  dass  die  Projection  einer  gebrochenen 
Linie  der  algebraischen  Summe  der  diese  Linie  zusammensetzenden 
Strecken  gleich  ist. 


Fig.  6. 

r 

H 

\         f" 

/ 

J-l--. 

/ 
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I.  Dureh  die  gegebenen  Coordinaten  zweier  Punkte 
P  und  Pj  ihre  Entfernung  P^P  auszudrücken. 

Ä.  Bei  Anwendung  rechtwinkliger  Coordinaten  (Fig.  6.) 

Es  seien  x  und  p  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  OM  und  MP  des  Punktes  P 
und  iCj^ ,  2/i  die  entsprechenden  Grössen  für 
Pj ;  ferner  werde  die  Entfernung  Pj^  P  mit 
e  bezeichnet. 

Wir  yerschieben  die  gegebenen  Coordi  - 

natenachsen  parallel  zu  sich  selbst  in  die 

~M     M  "^      Lage  SPiH,  so  dass  P^  zum  neuen  Co- 

ordinatenanfange  wird,  und  bezeichnen  mit 

I  und  r]   die   auf  dieses    neue  System  bezogenen  Coordinaten  des 

Punktes  P.    Dann  ist  nach  Formel  4)  in  §  2 

Zugleich  entsteht  aus  1)  iind  2)  desselben  Paragraphen 

oc=^  +  Xj^  und  y  =  ri-\-ijj^, 
also  auch: 

'^  =  x  —  x^  und  7j=^y  —  ?/^. 
Die  Verbindung  dieser  Formeln  giebt : 

1)  e^=:(x  —  x^Y  +  {y  —  y^^ 
oder 

e  =  Vix  ~  a;i)2  +  («/  —  2/i)^- 

Die  allgemeine  Geltung  der  zu  Grunde  gelegten  Formeln  lässt 
dieses  Eesultat  als  unabhängig  von  der  besonderen  Lage  der  Punkte 
P  und  P^  erscheinen. 

B.  Ist  das  Coordinatensystem  ein  schiefwinkliges  mit  dem  Co- 
ordinatenwinkel  co ,  so  führt  das  im  Vorigen  angewendete  Verfahren 
bei  Benutzvmg  der  Gleichung  8)  in  §  2  zu  dem. Resultate: 

2)  e^=={x  —  x^^  +  (2/  —  2/1)^  +  2  (aj  —  x^  (y  —  y^  cos  co. 

C.  Sind  endlich  P  und  P^  durch  ihre  Polarcoordinaten  r,  9)  und 
»•j,  (jPj  bestimmt,  so  dass  z.  B.  OP  =  r  iind  L  3I0P=cp,  so  lässt 
sich  die  in  diesen  Werthen  ausgedrückte  Entfernung  leicht  aus  der 
Gleichung  1)  ableiten.  Werden  nämlich  die  hierin  enthaltenen  Klam- 
mern aufgelöst ,  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  der  in  den  For- 
meln 3)  imd  4)  des  vorigen  Paragraphen  enthaltenen  Werthe  mit 
Hülfe  der  goniometrischen  Relation 
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cos  {cp  —  cp^=^cos  q)  .  cos  qp,  -|-  sin  cp  .  sin  qpj^ 
das  Eesnltat: 

3)  e^  =  r^  +  *'i^  —  2r  i\  cos  {cp  —  cp^). 

Da  dasselbe  unmittelbar  dem  Dreiecke  POP^  entnommen  wer- 
den kann,  so  lässt  sich  der  im  Vorigen  enthaltene  Gedankengang 
auch  umkehren.  Setzt  man  nämlich  den  der  Figur  entnommenen 
Werth  von  e"  in  Nr.  3)  dem  unter  1)  aufgestellten  gleich ,  so  erhält 
man  nach  Auflösung  der  Klarhmern  und  Streichung  der  nach  der 
Formel  4)  in  §  2  gleichen  Werthe  zunächst : 

2  r  i\  cos  {cp  —  (pi)  =  2  xx^-jr2y  y^. 

Mit  Benutzung  der  Gleichungen  3)  des  vorigen  Paragraphen 
gelangt  man  hieraus  zu  der  goniometrischen  Formel  für  den  Cosinus 
der  Winkeldifferenz  zurück. 

II.  Aus  den  Coordinaten  der  Punkte  P  und  P^  den 
Flächeninhalt  des  zwischen  diesen  beiden  Punkten 
und  dem  Coordinatenanfange  enthaltenen  Dreiecks 
zu  berechnen  (Fig.  6). 

Behalten  wir  alle  frühereu  Bezeichnungen  bei  und  setzen  ausser- 
dem die  Fläche  des  zu  berechnenden  Dreiecks  =  z/ ,  so  giebt  bei 
Anwendung  von  Polarcoordinaten  die  Figur  für  die  doppelte  Fläche 
den  Ausdruck 

4)  2  ^  =  r  r^  sin  (qo  —  qoj) , 

unter  der  Voraussetzung ,  dass  (p  >•  gPj^  und  dabei  die  Differenz  der 
beiden  Anomalieen  kleiner  als  180^  ist.  üeberschreitet  die  Differenz 
den  letzteren  Werth ,  so  ist  die  kleinere  Anomalie  in  den  Minuenden 
zu  setzen,  wenn  man  ein  negatives  Eesultat  vermeiden  will ,  welches 
übrigens  seinem  absoluten  Werthe  nach  den  gesuchten  Flächeninhalt 
ebenfalls  richtig  darstellen  würde.  Die  Vergleichung  der  beiden  im 
Vorigen  erwähnten  Fälle  führt  zu  dem  Resultate,  dass  die  Gleichung 
4)  allgemein  die  Dreiecksfläche  darstellt,  sobald  man  mit  P  den- 
jenigen der  beiden  Punkte  bezeichnet,  welcher  bei  Umgehung  des 
Dreiecksumfanges  in  der  für  die  Messung  des  Winkels  go  festgestell- 
ten Drehrichtung  dem  Coordinatenanfang  0  vorhergeht. 

Wollen  wir  jetzt  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  übergehen ,  so 
ist  sin  {cp  —  (jPj)  zu  entwickeln ,  worauf  die  Formeln  3)  des  vorigen 
Paragraphen  benutzt  werden  können.   Wir  erhalten: 

2  //  =  r  sin  cp  .  r^  cos  cp-^^  —  r  cos  cp  .  t\  sin  cp^ 
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und  hieraus : 

5)  2  ^  =  2/  ^1  ~  ^  2/i- 

Fig.  6  führt  unmittelbar  zu  demselben  Resultate,  wenn  man 
das  Dreieck  POPj  als  Differenz  des  rechtwinkligen  Dreiecks  OFM 
und  des  Vierecks  0Pj^P3I  auffasst  und  letzteres  wieder  in  das  recht- 
winklige Dreieck  OP^  M^  iind  das  Trapez  M^  P^PM  zerlegt.  Dann  ist 

und  die  Ausführung  der  in  den  Klammern  angedeuteten  Multipli- 
cation  leitet  zu  der  Gleichung  5)  zurück. 

Der  letztere  Weg  ist  noch  insofern  von  Interesse ,  als ,  wenn 
man  auf  ihm  zu  der  genannten  Formel  gelangt  und  dieselbe,  dann 
mit  der  oben  gewonnenen  Gleichung  4)  zusammenstellt,  sich  hier- 
durch der  Ausdruck  für  den  Sinus  einer  Winkeldifferenz  finden  lässt. 
Man  erhält  nämlich  bei  Division,  durch  rr^ 

sm{(p  —  cpi)  =  —. .  — , 

r     r^       r     r^ 

und  dies  giebt  mit  Benutzung  der  schon  mehrfach  gebrauchten  Re- 
lationen zwischen  Polar-  und  rechtwinkligen  Coordinaten : 

sin  (qp  —  q)j)  =  sin  (p  .  cos  cp^  —  cos  cp  .  sin  cpy 

Bei  Anwendung  schiefwinkliger  Coordinaten  mit  dem  Coordi- 
natenwinkel  co  sind  in  der  obigen  Gleichung 

2  ^  =  r  sin  qp .  i\  cos  cp^  —  r  cos  (p  .  t\  sin  cp^ 

die  in  Nr.  6)  des  vorigen  Paragraphen  enthaltenen  Werthe  zu  substi- 
tuiren.  Nach  Streichung  der  sich  aufhebenden  Glieder  bleibt  dann 
das  Resultat: 

6)  2  z/  ^  (2/%  —  xy^)  sin  co. 

III.  Wir  sind  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  den  Flächeninhalt 
eines  beliebigen  Dreiecks  zu  berechnen,  wenn  die  Pa- 
rallelcoordinaten  seiner  drei  Eckpunkte  gegeben  sind. 

Die  Eckpunkte  heissen  P,  Pj^,  P^,  ihre  Coordinaten  der  Reihe 
nach  X,  x^,  x^  und  y^y^^y./-,  die  Dreiecksfläche  werde  wieder  mit  J 
bezeichnet.  Verschieben  wir  beide  Achsen  parallel  zu  sich  selbst ,  bis 
der  Punkt  P.^  Coordinatenanfang  wird ,  so  sollen  'e, ,  y\  und  ^^ ,  7]^  die 
auf  das  neue  System  bezogenen  Coordinaten  der  Punkte  P  und 
Pj  sein. 
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Wird  zunächst  ein  reclitwinkliges  Coordinatensystem  angewen- 
det, so  ergiebt  sich  aus  Formel  5) 

Nach  Analogie  der  bei  Aufgabe  I.  unter  Ä.  angestellten  Be- 
trachtungen ist  aber 

^  =:x  —  a-^,  f]  =2/  —1/2, 

^i^x^  —  x.,,       ni=yv  —  y2\ 

folglich  erhält  man: 

2  /l  =  {y  —  y^  (a^i  —  x^  —{x  —  x.^  {y^  —  y^ 

und  nach  Ausführung  der  Rechnung  und  geänderter  Ordnung  der 
einzelnen  Glieder : 

7)  2  /}  =  {yx^  —  xy^  4-  (^1 3^2  —  ^12/2)  +  {Vi^  -  ^iV) 
oder  auch : 

8)  2  J  =  y  {x^  —  x.^)  +  2/1  {x.^  —  x)+y.2{x—  Xj). 

Beide  Formeln  sind  so  gesetzmässig  gebildet,  dass  sie  ohne 
Weiteres  hingeschrieben  werden  können ,  wenn  man  den  Kreislauf 
beachtet,  welcher  im  Wechsel  der  Stellenzeiger  der  einzelnen  Co- 
ordinaten  stattfindet.  Je  nachdem  man  bei  der  Numerirung  der  ein- 
zelnen Eckpunkte  dieselben  nach  der  einen  oder  nach  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  durchläuft,  erhält  man  für  den  Flächeninhalt 
einen  positiven  oder  einen  negativen  Ausdruck;  aus  der  oben  bei 
Gleichung  4)  gemachten  Bemerkung  kann  leicht  abgeleitet  werden, 
dass  jedesmal  ein  positives  Resultat  entsteht,  wenn  man  die  drei 
Eckpunkte  des  Dreiecks  mit  P,  P^  und  P^  in  der  Reihenfolge  be- 
zeichnet, nach  welcher  sie  zu  durchlaufen  sind,  wenn  die  Drehrich- 
tung mit  derjenigen  übereinstimmen  soll ,  welche  die  positive  Seite 
der  2/ -Achse  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  Lage  der  positiven 
a;- Achse  überführt. 

AViederholen  wir  die  vorhergehende  Untersuchung  für  ein  schief- 
winkliges Coordinatensjstem ,  so  geht  die  Gleichung  6)  in  den  der 
Formel  8)  entsprechenden  Ausdruck : 

9)  2  ^  =[y  {Xj^  —  X2)  +  2/1  {^-2  —  ^)  +  2/2  (^  ~~  ^1)]  ■5^'**  f^ 
über,  worin  oj  den  Coordinatenwinkel  bezeichnet. 

Wird  in  Nr.  7)  und  9)  die  Fläche  z/ =  0  gesetzt,  so  ergiebt 
sich  als  Bedingungsgleichung  dafüi-,  dass  die  drei  Punkte  P,  Pj 
und  Pg  in  einer  geraden  Linie  liegen,  die  Formel: 

Aual.  Geom.  I.        ,  g 
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10)  y  (ä;,  —  a;o)  +  y^  {x.^  —  x)  +y^{x  —  x^)  =  0. 

Soll  endlich  der  Flächeninliält  des  Dreiecks  in  Polarcoordinaten 
atisgedrückt  werden,  so  gelangt  man  zu  der  Merfür  geltenden  For- 
mel am  einfachsten,  wenn  man  in  der  Grleichixng  7)  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  in  polare  umwandelt.  Die  Auffindung  des  Resul- 
tates, von  welchem  in  den  späteren  Theilen  des  Lehrbuches  kein 
weiterer  Gebrauch  gemacht  wird,  kann  der  Selbstübung  des  Lesers 
überlassen  bleiben. 

IV.  Eine  im  Folgenden  mehrfach  zur  Anwendung  kommende 
Aufgabe  verlangt:  den  Mittelpunkt  P  der  geraden  Ver- 
bindungslinie zweier  durch  Parallelcoordinaten  be- 
stimmten Punkte  Pj  und  P^  in  Coordinaten  desselben, 
Systems  auszudrücken. 

Um  sogleich  zu  möglichst  allgemeinen  Resultaten  zu  gelangen, 
geben  wir  dem  Coordinatenwinkel  XOY  in  Fig.  7  eine  beliebige 
Grösse.  Die  Coordinaten  der  Punkte  P, 
Pj^  und  Pg  werden  wie  in  der  vorigen  Auf- 
gabe bezeichnet  und  beide  Achsen  wieder 
parallel  zu  sich  selbst  verlegt,  so  dass  Pg 
Coordinatenanfang  wird.  Im  netien  Systeme 

erhalten  die  Coordinaten  der  Punkte  P  und 

Qi :27 

Pj^  ebenfalls  die  obigen  Bezeichnungen. 

Betrachtet  man  zunächst  P^  3'  als  Achse  eines  polaren  Coordi- 

natensystems  mit  dem  Anfangspunkte  P2,  wobei  die  Anomalieen  in 

der  Drehriehtung  von  PgS  nach  P2S  gezählt  werden  sollen,  und 

bezeichnet  man  in  diesem  Systeme  die  Coordinaten  der  Punkte  P  und 

Pj^  mit  r,  q)  und  r^ ,  90^,  so  lauten  die  Bedingungen  der  gestellten 

Aufgabe : 

In  Verbindung  mit  den  Gleichungen  7)  in  §  2  folgt  hieraus : 


Fig.  7. 

r    j[ 

/  '' .^ 

^^. 

)L 

— X 

also  auch; 


Tbl,  iJ^-Hi, 


x.       Xc>  y^       y,-} 


und  nach  Reduction  auf  x  und  y  : 

11)  x=      ^    - ,      y  =   -2     • 
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V.  Verallgemeinern  wir  die  vorhergeliende  Aufgabe  dahin,  die 
Lage  des  Punktes  P  in  der  Verbindungslinie  zwischen  P^  und  P^ 
so  zu  bestimmen ,  dass  das  Verhältniss 

P.^P:P.,P^  =  \:n 

stattfindet ,  so  erhalten  wir  mit  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeich- 
nungen : 

also  auch: 

X  —  x.y  =  — —  und  11  —  «., 

und  hieraus: 

Diese  Eesultate  finden  eine  interessante  Anwendung  in  der  folgen- 
den Aufgabe,  welche  als  eine  neue  Verallgemeinerung  von  Nr.  IV. 
betrachtet  werden  kann : 

Wenn  die  n  Punkte  P^ ,  Pg?  •  •  •  ^n-i,  Pn  nach  ihrer 
Lage  gegen  ein  Parallelcoordinatensystem  gegeben 
sind,  so  wird  nach  der  Bedeutung  des  Punktes  P  ge- 
fragt, dessen  Coordinaten  die  arithmetischen  Mittel 
für  die  entsprechenden  Coordinaten  der  gegebenen 
Punkte  darstellen. 

Sind  Xm  ^^nd  i/^  die  Coordinaten  eines  Punktes  Pm ,  so  gelten 
nach  der  gestellten  Aufgabe  für  den  zu  untersuchenden  Punkt  die 
Gleichungen : 

^  a;^  +  a;^  + . . .  -f  a;„_  1  -f- a-„  ^ ^i  +  y^  +  •  •. •  +  ^j»    i  +  .^" 

~  11  ^    y~  ^ 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

,  _ a:^-fa^a+  . .  ■  -f  Xn-\  , _ ^i  +^2  +  -  •  •  +2/n-i 

so  hat  der  Punkt  P',  dem  diese  Coordinaten  zukommen ,  dieselbe  Be- 
deutung für  die  n  —  1  Punkte  P.^^^  P^,  ...  P«  - 1 ,  welche  P  für  alle 
n  Punkte  besitzt.   Aus  der  Gleichung 

{n  —  -1)  X  =  Xj^  -\-  X.2  -\-  .  ..  +  «;„_  I 

folgt  dann  in  Verbindung  mit  dem  Werthe  von  x  • 

2* 
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13)  ^^^^+in-l)x^ 

n 

In  ganz  gieiclier  Weise  führen  die  Wertlie  von  y  und  y  zu  dem 
Eesnltate : 

14)  ^_y.+  (^-l)/ 

■  Die  Vergleicliung  der  Ausdrücke  13)  und  14)  mit  N"r.  12)  zeigt 
eine  vollkommene  üebereinstimmung  in  der  Form.  Gehen  wir  da- 
her auf  die  den  Gleichungen  12)  zu  Grunde  liegende  Bedingung  zu- 
rück ,   so   zeigt  sich ,    dass  der  Punkt  P    in  der  Verbindungslinie 

zwischen  F'  und  P„  gelegen  ist  und  dabei  die  Proportion 

« 

P'P:F'Pn=l:n 

stattfindet.  —  Wird  jetzt  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4  u.  s.  f.  gesetzt, 
so  gelangt  man  zu  folgender  Construction  des  Punktes  P: 

Man  verbinde  P^  und  P^  geradlinig  und  theile  die  Verbin- 
dungslinie P^P^  in  zwei  gleiche  Theile.  Der  gefundene  Theil- 
punkt ,  den  wir  P'  nennen  wollen ,  wird  mit  P^  verbunden  und  hier- 
auf die  Linie  P'Pg  in  drei  gleiche  Theile  getheilt;  der  zunächst  an 
P'  liegende  Theilpunkt  heisse  P".  Theilt  man  jetzt  P"p4  in  vier 
gleiche  Theile,  so  erhält  man  in  dem  zunächst  an  P"  gelegenen  Theil- 
piinkte  einen  Punkt,  dessen  Verbindungslinie  mit  Pg  in  fünf  gleiche 
Theile  zu  theilen  ist  n.  s.  f.  Der  Fortgang  dieses  Verfahrens  ist 
leicht  zu  übersehen  und  giebt  schliesslich  bei  Theilung  der  letzten 
Verbindungslinie  in  n  gleiche  Theile  den  gesuchten  Punkt  P.  Fig.  8 
Fig.  8.  zeigt  die  Ausführung  der  Construction 

p  für  vier  gegebene  Punkte   P^,  Pg,  Pg 

Es  ist  zu  beachten,  dass  die  im  Vo- 
rigen  gefundene   constructive  Darstel- 
lung des  gesuchten  Punktes  sich  völlig 
^  P'  I       unabhängig  von  der  besonderen  Lage 

des  der  Aufgabe  zu  Grunde  gelegten  Coordinatensystems  zeigt.  Für 
welche  zwei  Achsen  wir  daher  auch  die  Bedingungen  der  Aufgabe 
als  gegeben  betrachten  mögen,  so  wird  doch  der  zu  construirende 
Punkt  derselbe  bleiben,  wenn  nur  die  n  bestimmenden  Punkte  ihre 
Lage  in  der  Ebene  nicht  ändern  Nehmen  wir  das  Coordinatensystem 
rechtwinklig  an,  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass  die  Ent- 


■■?A  /  und  P,,. 


P"X' 

R^ — A;- x^ 
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fernung  des  unserer  Aufgabe  entsprechenden  Punktes  von  jeder  Ge- 
raden in  der  Ebene  seiner  Bestimmungspnnkte  das  arithmetische 
Mittel  der  Abstände  dieser  Punkte  von  derselben  Linie  bildet.  Wir 
nennen  ihn  mit  Encksicht  auf  diese  Eigenschaft  den  Punkt  der 
mittleren  Entfernung*  für  das  gegebene  Punktsystem. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  bei  Ausführung  der  besprocheneu 
Construction  die  Reihenfolge ,  in  welcher  die  gegebenen  Punkte  be  ■ 
nutzt  werden,  keinen  Einfluss  auf  das  gesuchte  Resultat  ausüben 
kann.  Der  Umstand ,  dass  durch  Aenderung  dieser  Reihenfolge  an 
der  Grundbedingung  der  Aufgabe  nichts  geändert  wird ,  liefert  den 
Beweis  für  die  aufgestellte  Behauptung. 

§4. 
Transformation  der  Parallelcoordinaten. 

Häufig  wird  es  bei  analystischen  Untersuchungen  uothwendig, 
die  Coordinaten  zu  trausformiren,  d.  h.  die  auf  ein  gegebenes 
System  bezogenen  Coordinaten  eines  Punktes  in  Coordinaten  eines 
neuen  Systems  auszudrücken.  Die  einfachsten  hierher  gehörigen 
Fälle  sind  in  §  2  besprochen  und  in  den  vorigen  Aufgaben  zur  An- 
wendung gebracht  worden.  Es  erübrigt  uns  noch  eine  Ergänzung, 
wobei  wir  uns  jedoch  lediglich  auf  Parallelcoordinaten  beschränken, 
was  deshalb  völlig  ausreichend  ist,  weil  die  wenig  vorkommende 
Aufgabe  der  Transformation  von  Polarcoordinaten  leicht  durch  Ver- 
mittelung  von  Hülfssystemen  rechtwinkliger  Parallelcoordinaten  be- 
wältigt werden  kann. 

Man  gelangt  von  einem  gegebenen  Parallelcoordinatensysteme 
zu  jedem  andern  in  derselben  Ebene  gelegenen  durch  parallele  Ver- 
schiebung und  durch  Drehung  der  Achsen,  von  welchen  zwei  Fällen 
der  erstere  bereits  in  §  2  erledigt  wurde. 
Was  die  Achsendrehung  betrifft,  so  be- 
trachten wir  zunächst  den  Uebergang 
von  einem  rechtwinkligen  Systeme 
zu  einem  beliebigen  andern  mit 
demselben  Anfangspiinkte. 

Die  ic- Achse  des  rechtwinkligen  Sy- 
stems OX  und  0  Y  in  Fisf-.  9  ist  um  den 


*  Derselbe  ist  identisch  mit  dem  Schwerpunkte  gleicher  in  den 
w Punkten  befindlichen  Massen. 
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Winkel  XOX'  =  cc  gedreht  worden,  wobei  dieser  Winkel  nach  Art 
der  Polarwinkel  von  0  bis  360''  gezählt  werden  soll.  Für  einen  in 
der  neuen  rK- Achse  gelegenen  Punkt  P  bilden  dann  OP  =  x'  und 
der  Winkel  a  die  Polarcoordinaten ,  während  0M=^  x  und  MP^=y 
die  zugehörigen  rechtwinkligen  Coordinaten  darstellen.  Nach  Nr.  3) 
in  §  2  ist  daher 

x  =  x'  cos  <x  ^       y  =  x  sin  a . 

Wird  ferner  der  Winkel  XOY'  oder  die  Anomalie  der  neuen  ?/- Achse 
mit  ß  bezeichnet ,  so  folgt  in  ganz  gleicher  Weise  für  einen  in  dieser 
Achse  gelegenen  Punkt  P^ 

x^y'cosß,       y=^y'sinß, 
wobei  wir  OP^  =  y\  OM^  =  x  und  M^P^  =  y  setzen. 

jjijg    -j^Q^  Für  einen  beliebigen  Punkt  P  in 

Y        Y'     u  Fig-  lö  seien  OM=x  und  MP  =  y 

die  ursprünglichen  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten, dagegen  OM^^  =  x'  und 
y>  M^P^y'  die  Coordinaten  in  dem  durch 
^  Achsendrehung  entstandenen  neuen  Sy- 
steme.  Denken  wir  u^ns  YOX  parallel 
zu  sich  selbst  in  die  Lage  HM^  a  ver- 
schoben ,  so  sind  nach  dem  Vorigen  x  cos  a  und  x'  sin  a  die  recht- 
winkligen Coordinaten  des  neuen  Anfangspunktes,  y  cos  ß  und  y' sinß 
aber  die  Coordinaten  des  Punktes  P  im  Systeme  M^S  und  ili^-ff, 
wobei  Dc  und  ß  die  früheren  Bedeutungen  behalten.  Nach  Nr.  !)  und 
2)  in  §  2  ist  demnach : 


0  M 


^     x^=x  cos  ci-\-y'  cos  ß 
\     y  =^x'  sin  ci-\-  y  sin  ß. 


Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  enthalten  die  Projec- 
tionen  der  aus  x  und  y  zusammengesetzten  gebrochenen  Linie 
OM^P  auf  die  x-  und  y- Achse]  beide  Gleichungen  liefern  daher  den 
in  der  Anmerkung  zu  Seite  13  angeführten  Satz  über  die  Projectiön 
einer  gebrochenen  Linie. 

Betrachten  wir  jetzt  einige  specielle  Fälle. 

Ä.  Wird  nur  eine  der  beiden  Achsen  geändert ,  so  ist ,  wenn 
man  «  =  0  setzt,  also  die  a;- Achse  beibehält, 

2)  x=^  X  -{-y  cos  ß  ^         y  =  y'  sin  ß. 
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Ebenso  ergiebt  sich  unter  Beibehaltung  der  y  -  Achse  aus  der  Substi- 
tution/i  =  90  « : 

3)  x  =  x  cos  a^         y  =^  x  sin  a  +  y. 

JB.  Soll  das  neue  System  gleichfalls  ein  rechtwinkliges  sein,  so 
ist,  wenn  hierbei  beide  Achsen  nach  derselben  Seite  hin  um  den 
Winkel  a  gedrpht  werden ,  |!i  =  90  '^  +  a  zu  setzen.  Man  erhält  dann : 

4)  x=^x  cos  ci  —  y'  si)i  K ,       y  =  x  sin  et  -\-  y'  cos  cc . 

Der  Fall,  wo  die  Drehung  der  ?/ -Achse  in  einem  der  Drehung 
der  rc- Achse  entgegengesetzten  Sinne  bis  dahin  geschieht,  wo  der 
Coordinatenwinkel  wieder  ein  rechter  geworden  ist,  ergiebt  sich 
hieraus  einfach  diu-ch  Aenderung  der  Vorzeichen  von  y'. 

C.  Der  neue  Coordinatenwinkel  sei  2y  und  werde  von  der 
früheren  ic- Achse  halbirt,  so  dass  ß  in  y  und  a  in  360*^  —  y  über- 
geht. Diese  Substitutionen  geben  mit  Aushebung  gemeinschaftlicher 
Factoren : 

5)  * ^ iy'  +  x')  cos  Y,       y^ {y'  —  x)sin  y . 

lieber  gang  von  einem  schiefwinkligen  Coordi- 
natensysteme  zu  einem  beliebigen  andern  mit  dem- 
selben Anfangspunkte. 

Das  System  OX  und  0  Y  (Fig.  11) 
habe  den  Coordinatenwinkel  co  und  wir 
behalten  im  Uebrigen  die  früheren  Be- 
zeichnungen bei,  so  dass  z.  B.  in  der 
vorliegenden  Figur  j3  —  u  den  neuen  Co- 
ordinatenwinkel Y'  0  X'  darstellt.  Neh- 
men wir  ein  drittes  Coordinatensystem 
zu  Hülfe,  welches  neben  der  Achse  OX 
die  darauf  rechtwinklige  Oif  besitzt,  und  setzen  NP- 
so  folgt  in  gleicher  Weise  wie  bei  Fig.  9: 

'/  ^^  y  sin  CO . 
Zu  gleicher  Zeit  erhalten  wir  aus  der  zweiten  Gleichung  unter 
Nr.  1) 

*/  =^  x'  sin  a  -\-  y  sin  ß 

und  aus  Verbindung  der  beiden  letzten  Formeln  die  Gleichung 

y  sin  0}  =  x  sin  (x-\-  y  sin  ß , 
der  in  gleicher  Weise  wie  den  unter  Nr.  1)  aufgeführten  Formeln 
eine  auf  Projection  bezügliche  Deutung  untergelegt  werden  kann. 


Fig.  11- 
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Insofern  die  Achsen  OX  imd  OY  m  ihrer  Bezeichnung  ver- 
tauscht werden  können,  gilt  ebenso  die  Relation: 

X  sin  a}  =  x'  sin  a  -\-  y  sin  ß\ 

wenn  wir  uns  unter  a  und  ß'  die  von  den  neuen  Achsen  und  0  Y 
eingeschlossenen,  in  entgegengesetzter  Eichtung  mit  «  und  ß  zu  mes- 
senden Winkel  vorstellen.  Dann  ist  aber  a  -}-  r/  =  /3  -}-  /3'  =  « ,  also 
a'  =  0)  —  cc  und  |3'  =  w  —  /3 ,  und  man  ex'hält  hierdurch : 

X  sin  CO  =  x'  sin  {co  —  «)  +  y'  sin  (co  —  ß).  * 

Die  hier  entwickelten  Resultate  führen  zu  den  Transformations- 

formeln : 

,  sin  (o)  —  a)   ,     ,  sin  (co  —  ß) 

x=^x  ^; +  y r ~ 

sm  CO  sm  (o 

o) 

,  sin  a  ,     ,  sin  ß 

y  =  x  —. \-y  — 

sm  (o      ■  sin  CO 

von  denen  man  zu  den  unter  Nr.  1)  gewonnenen  wieder  zurückgehen 

kann,  wenn  man  to  =  90*^  setzt. 

Wird  in  den  Formeln  unter  6)  ^  =  90*^+«  gesetzt,  so  wird 

das  neue  Coordinatensystem  ein  rechtwinkliges,  und  man  erhält  für 

diesen  Fall : 

,  sin  (cü  —  a)         ,  cos  (co  —  a) 

sin  CO  sin  ca 

,sin  a   ,     ,cos  a 

y  =  x  — \-  y  -. 

sm  m  sm  CO 

woravTS  für  co  =  90  *^  wieder  die  Gleichungen  4)  hervorgehen. 

Wir  gelangen  jetzt  zu  den  allgemeinsten  Relationen  für  Um- 
wandlung von  Parallelcoordinaten,  wenn  wir  mit  der  Aenderung 
der  Achsenrichtung  noch  die  Verlegung  des  Coordinaten- 
anfangs Punktes  verknüpfen.  Bezeichnen-  a  und  b  die  im  ur- 
sprünglichen Systeme  gemessene  Abscisse  und  Ordinate  des  neuen 


*  Die  Formel:  a  +  cc''=(o  gilt,  streng  genommen,  nur  so  lange, 
als  OX',  wie  in  Fig.  11,  innerhalb  des  Winkels  co  liegt,  so  dass  a<co 
ist.  Für  cc  >  CO  ergiebt  sich ,  wenn  man  a  immer  in  der  obigen  Dreh- 
richtung misst:  a  —  (360 "  —  a')  =  co  oder  a  +  o:' =  360  <> -)- co.  Dadm'ch 
wird  aber  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resultates  nicht  beeinträch- 
tigt, weil  Winkeln,  die  uni  eine  ganze  Umdrehung  verschieden  sind, 
dieselben  gonometrischen  Functionen  zukommen.  Gleiches  gilt  für  (i 
und  ß'. 
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Anfanges ,  so  giebt  die  Verbindung  der  Formeln  6)  mit  den  bereits 
melirfacb.  benutzten  für  parallele  Achsenverscliiebung : 

,  sin  ((o  —  a)   ,      ,  sin  (w  —  8) 

x  =  a-\-x  — ^: +  y ^i — 

j  sm  CO  sin  m 

8)  \ 

]  -,    ,     /  sin  a  ,     ,  sm  ß 

/     y^b  +  x +  y . 

'  sm  a>  sm  m 

Ist  hierbei  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  ein  recht- 
winkliges, so  entstehen,  indem  man  entweder  sogleich  von  den 
Gleichungen  1)  ausgeht  oder  auch  in  den  jetzt  gefundenen  ca  =  90^ 
setzt,  die  einfacheren  Beziehungen  : 

Q.  {     X  =  a  -{-  x'  cos  a  -\-  y  cos  ß 

)     y  =  b  -\-x'  sin  cc-\-  y'  si)i  ß. 

Bemerkenswerth  ist  für  die  Anwendung  der  in  diesem  Pa- 
ragraphen gefundenen  Transformationsformeln ,  dass  sie  in  Bezieh- 
ung auf  die  in  ihnen  enthaltenen  Coordinaten  sämmtlich  Gleich- 
ungen ersten  Grades  darstellen.  Es  genügt  zur  Bestätigung 
dieser  Bemerkung,  die  Form  der  Gleichungen  unter  ISTr.  8)  zu  be- 
trachten, welche  als  die  allgemeinsten  alle  übrigen  in  sich  schliessen. 


Zweites  Capitel. 
Die   gerade   Linie. 


§5. 
Gleichungsformen  der  geraden  Linie. 

Die  charakteristisclie  Eigenschaft  der  geraden  Linie,  dass  sie 
durchaus  nach  einer  und  derselben  Richtung  verläuft,  lässt  sich  am 
einfachsten  in  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  ausdrücken, 
wenn  man  irgend  einen  ihrer  Punkte  zum  Pole  eines  Polarcoordi- 
natensystems  wählt.  Bezeichnet  unter  dieser  Voraussetzung  a  den 
zwischen  0  und  180°  gelegenen  und  in  der  Drehrichtung  der  Polar- 
winkel gemessenen  Winkel ,  welchen  die  Gerade  mit  der  Achse  des 
benutzten  Systems  bildet ,  so  wird  die  Lage  aller  ihrer  Punkte  durch 
die  Gleichung 

avisgedrückt,  sobald  man  ebensowohl  negative  als  positive  Leit- 
strahlen zulässt. 

Gehen  wir  jetzt  zu  einem  Parallelcoordinatensysteme  über,  des- 
sen positive  Seite  der  rK- Achse  unter  Beibehaltung  des  Poles  als  Co- 
ordinatenanfang  mit  der  Achse  des  Polarsystems  zusammenfällt,  so 
folgt  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Coordinaten  aus  Nr.  5) 
in  §2 

y 

—  =  tan  et 

X 

als  diejenige  Gleichung ,  durch  welche  die  beiden  Coordinaten  jedes 
einzelnen  Punktes  der  in  Eede  stehenden  Linie  von  einander  ab- 
hängen. Der  Winkel  a  ist  hierbei  spitz  oder  stumpf,  je  nachdem  die 
durch  den  Coordinatenanfang  gehende  Gerade  innerhalb  der  "beiden 
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von  den  Achsen  gebildeten  Felder  liegt,  welchen  gleiche  Vor- 
zeichen der  Coordiuaten  zukommen ,  oder  im  anderen  Falle  die  bei- 
den übrigen  Felder  durchschneidet.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung 
tan  ci  mit  dem  Buchötaben  A^  so  geht  die  obige  Grleichung  in 

1)  y  =  Ax 

über.  —  Genau  dieselbe  Gleichungsform  kann  auch  benutzt  werden, 
um  bei  Anwendung  schiefwinkliger  Coordinaten  Abscisse  und 
Ordinate  jedes  Punktes  von  einander  abhängig  zu  machen ,  der  sich 
in  einer  durch  den  Anfangspunkt  des  Systems  gezogenen  Geraden 
befindet.  Lassen  wir  nämlich  der  a;- Achse  die  oben  angegebene  Lage 
und  bezeichnen  wie  früher  den  Coordinatenwinkel  mit  ro,  so  ergiebt 
sich  für  diesen  Fall  aus  den  Formeln  7)  in  §  2 
y  sin  a 


X        sin  ( 


Cö 


wo  wieder  — — ; r   einen  für  den  ganzen  Verlauf  der  geraden 

sin  {CO  —  a) 

Linie  unveränderlichen  Werth  besitzt,  den  wir  nur  mit  A  zu  be- 
zeichnen brauchen,  wm  auf's  Neue  zur  Gleichung  1)  zu  gelangen. 
Setzen  wir  ro  —  cc  =  ß  ■,  so  ist  /3  der  von  der  ^- Achse  und  der  Gera- 
den eingeschlossene  Winkel,  der  aber  negativ  in  Rechnung  gezogen- 
werden muss ,  wenn  «  >•  w ,  d.h.  wenn  die  Gerade  diejenigen  von 
den  Achsen  gebildeten  Felder  durchschneidet ,  in  welchen  den  Co- 
ordinaten der  darin  enthaltenen  Punkte  verschiedene  Vorzeichen  zu- 
gehören. Der  Zahlwerth  A  hat  mit  Einführung  der  gewählten  Be- 
zeichnung die  allgemeine  Bedeutung 

2)  A  =  % 

sinß 

und  es  ist  hierin  immer  a  -{-  ß  =  co ,  ferner  a  zwischen  den  Grenzen 

0  und  180*^  und  ß  zwischen  co  und  ca  — 180*^  enthalten.    Für  ein 

rechtwinkliges  Coordinatensystem  sind  a  und  ß  Complementwinkel, 

wodurch  man  zu  der  Gleich vxng  A  =  tana  zurückkommt.  —  Wir 

wollen  der  beständigen  oder  constanten  Grösse  A,  da  sie  einzig 

von  der  Eichtung  der  geraden  Linie  gegen  das  Coordinatensystem 

abhängt,  den  Namen  Eichtungsconstante  geben. 

In  Uebereinstimmung  mit  der  am  Schlüsse  von  §  1  gemachten 

y 
Bemerkung  nennen  wir  die  Formel  y  =  Ax,  welche  auch  in  ä;  ^  ^ 

umgeformt  werden  kann,  die  Gleichung  einer  durch  den  Co- 
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ordinatenanfang  gehenden  Geraden,  insofern  sie  dazu 
dient,  um  bei  gegeloener  Richtung  der  Linie  die  veränderlichen 
oder  variabelen  (laufenden)  Coordinaten  jedes  ihrer  Punkte  von 
einander  abhängig  zu  machen.  Setzen  wir  nach  einander  cc  =  0  und 
a  =  0),  wobei  ß  die  Werthe  co  und  0  annimmt,  so  geht  das  erste 
Mal  u4.  in  0  und  das  andere  Mal  in  oo  über  und  man  erhält ,  wenn 

y 

man  im  zweiten  Falle  die  Form  x  =  —  zur  Anwendung  bringt, 

y  ^  0  und  X  =  0 

als  Gleichungen  der  x  -  und  y  -  Achse ,  wie  schon  in  §  1  unter  Nr.  5) 
aus  dem  Begriife  der  Coordinaten  hergeleitet  wurde.  —  Als  ein 
zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Gleichungen  der  beiden  (auf  einander 
senkrechten)  Geraden,  welche  den  Coordinatenwinkel  und  seinen 
Nebenwinkel  halbiren.  Für  die  erste  derselben  ist  ß  =  a^  also 
J.  =  1 ,  für  die  zweite  ß  =  —  (ISO**  —  a)  und  Ä  =  —l,  wonach  sich 

y  ^=  X  und  2/  =  —  x 

als  Gleichungen  dieser  beiden  Linien  ergeben. 

Wir  gelangen  jetzt  dazu ,  die  allgemeine  Gleichung  einer 

in  beliebigen  Punkten  die  Coordinatenachsen  schneidenden  Geraden 

festzustellen ,  wenn  wir  eine  der  beiden  Achsen  parallel  zvi  sich  selbst 

in  den  Durchschnittspunkt  der  zu  untersuchenden  Geraden  und  der 

anderen  Achse  verschieben. 

-p.  PC  in  Fig.  12  sei  die  gegebene 

Linie,  welche  die  Coordinatenachsen 

/  in  den.  Punkten  C  und  B  schneidet. 

/  Ry^         Wir  verschieben  die  a;- Achse  in  die 

/    ^^ I  Lage  B'B^  so  ist,   wenn  »j  die  auf 

..  M^-.- /- iS    das  neue  System  bezogene  Ordinate 

^y^  I  /  des    beliebigen    Punktes    P,     und 

C^y^      1  I , 

"X   f ]\f  ^^      OM=x    seine  Abscisse,   ferner  A 

/  die  Eichtungsconstante  der  Geraden 

PC  bezeichnet, 

7j  =  Äx. 

Da  durch  die-parallele  Achsenverschiebung  die  zur  Bestimmung 
von  A  dienenden  Wiukel  nicht  geändert  werden ,  so  behält  die  Eich- 
tungsconstante auch  für  die  ursprüngliche  Lage  der  x  -  Achse  ihren 
Werth  bei   und  wir  gelangen  nach  den  bereits  oft  angewendeten 
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Sätzen  für  Verlegung  der  Achsen  zu  dem  ursprünglichen  Systeme 
zurück,  wenn  wir  p  =^fj-{-h  setzen,  wo  d  =  OB  die  Ordinate  des 
Durchschnittspunktes  der  Geraden  und  der  y  -Achse  ausdrückt.  Als 
allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  erhalten  wir  hiernach: 

3)  y  =  Äx-\-l). 

Die  von  uns  eingeführte  Bedeutung  der  constanten  Grösse  b 
findet  hierin  ihre  Bestätigung,  wenn  wir  a;:=0  setzen,  indem  sich 
dann  y  =  hals  Ordinate  des  in  der  ?/- Achse  gelegenen  Punktes  der 
Geraden  ergiebt.  In  gleicher  Weise  findet  sich ,  wenn  a  die  Abseisse 
des  in  der  r»- Achse  gelegenen  Punktes  C  bezeichnet,*  aus  der  Sub- 
stitution ?/  =  0 

4)  Aa+h  =  0   oder  Ä  =  -  —  . 

a 

Schaffen  wir  mittelst  der  ersten  dieser  beiden  Formeln  aus  der 
Gleichung  3)  die  Grösse  h  hinweg ,  so  lässt  sie  sich  in 

5)  x  =  ~-\-a 

umwandeln.  Dieselbe  Gleichung  entsteht  unmittelbar,  wenn  man 
anfänglich  die  ic- Achse  uugeändert  lässt,  dagegen  die  2/ -Achse 
parallel  zu  sich  selbst  nach  C  verschiebt. 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  der  allgemeinen  Gleichung 
der  geraden  Linie  in  der  Form  unter  Nr.  3)  oder  der  daraus  herge- 
leiteten unter  5)  scheinen  insofern  noch  eine  Lücke  zu  enthalten,  als 
die  dabei  angewendete  Verlegung  einer  der  beiden  Coordinaten- 
achsen  ihre  Anwendbarkeit  versagt,  wenn  die  Gerade  zur  anderen 
Achse  parallel  liegt.  Demohngeachtet  behalten  auch  hier  die  allge- 
meinen Formeln  ihre  Giltigkeit,  wie  sich  zeigt,  wenn  wir  in  5) 
J.  :=  QO  und  in  3)  A^=i)  einsetzen.  Die  durch  diese  Substitutionen 
gewonnenen  Gleichungen 

X  =  a  und  y  =1) 
kommen  nämlich  auf  die  bereits  in  den  §§  1  und  2  für  Parallelen 
zu  den  Coordinatenachsen  gefundenen  Formeln  zurück. 

In  Nr.  3)  und  5)  wurde  die  Gleichung  der  Geraden  von  der 
Richtung  der  Linie  (mittelst  der  Constanten  Ä)  und  der  Lage  eines 


*  Nach,  der  Anlage  von  Fig.  12  muss  darin  a  als  Abscisse  -eines 
auf  der  Seite  der  negativen  x  gelegenen  Punktes  einen  negativen  Werth 
erhalten. 
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ihrer  Punkte  (mittelst  der  Constauten  1)  oder  a)  abhängig  gemacht ; 
zu  einer  mehr  symmetrisch  gestalteten  Glleichungsform  gelangen 
wir  jedoch,  wenn  wir  die  Gerade  durch  ihre  beiden  in  den  Achsen 
gelegenen  Punkte  fixiren  oder ,  mit  anderen  Worten ,  die  Gleichung 
einzig  von  den  Constanten  a  und  &  abhängig  machen.  Wird  zu  die- 
sem Endzwecke  in  der  Formel  y=^Äx-\-l>  aus  Nr.  4)  der  Werth 

Ä  = substituirt ,  so  lässt  sich  die  hierdurch  entstandene  Gleich- 

a 

ung  leicht  in 

6)  -^  +  1.  =  1 

a       0 

umgestalten  —  eine  Gleichungsform  der  geraden  Linie,  die  sich 
unter  Anderem  noch  dadurch  empfiehlt,  dass  die  Bedeutung  der  in 
ihr  enthaltenen  beständigen  Grössen  a  und  &  (Coordinaten  der 
Durchs chnittsptmkte  mit  den  Achsen)  von  dem  angewendeten  Co- 
ordinatenwinkel  völlig  iinabhärigig  bleibt.  Der  Fall  des  Parallelis- 
mus der  Geraden  zu  einer  der  beiden  Achsen  ist  in  dieser  Gleichung 
eingeschlossen ,  wenn  man  für  ihn  den  Durchschnittspunkt  mit  der 
parallelen  Achse  in  eine  unendliche  Entfernung  versetzt,  wie  sich 
aus  den  Substitutionen  &  =  co  oder  a  =  co  herleiten  lässt. 

Der  allgemeinen  Anwendbarkeit  der  letzten  Gleichung  steht 
einzig  der  Umstand  entgegen ,  dass  sie  sich  nicht  unmittelbar  für 
den  Fall  einer  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Geraden  an- 
wenden lässt,  was  ohne  alle  Rechnung  schon  darausfolgt,  dass  dann 
die  beiden  zur  Bestimmung  dienenden  Punkte  in  einen  übergehen. 

Eine  weitere  Verallgemeinerung  der  in  Nr.  3)  und  6)  gewon- 
nenen Gleichungsformen  der  geraden  Linie  gewähren  die  beiden  fol- 
genden Fundamentalaufgaben. 

L  Es  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  gefunden 
werden,  deren  Eichtung  gegen  die  Achsen  bestimmt 
ist  und  welche  durch  einen  gegehenenVunkt  x^y^-'geht. 

Aus  den  mit  den  Coordinatenachsen  gebildeten  Winkeln  a  undjS 

ergiebt  sich  ohne  Weiteres  die  Richtungsconstante  Ä  =  — — ^  ,  oder 

smß 

bei  Anwendung  von  rechtwinkligen  Coordinaten  A  =  tan  a. 


*  Wir  nennen  zur  Abkürzung  einen  Punkt  x  y ,  wenn  x  und  y  seine 
Parallelcoordinaten  bezeichnen.  Bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten 
kann  in  gleicher  Weise  von  einem  Punkte  rcp  gesprochen  werden. 
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Die  2X1  suchende  Gleichung  der  Geraden  hat  nun  nach  3)  die 

Form : 

y  =  Äx-\-  b, 

in  welcher  der  Werth  von  b  unbestimmt  bleibt.  Die  Bedingung, 
dass  x^  und  y^  die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Geraden  sein 
sollen,  führt  zu  der  zweiten  Gleichung: 

y^=Axy  +b, 
in  welcher  Ä  und  b  dieselben  Werthe  wie  vorher  besitzen  müssen 
und  woraus  in  Verbindung  mit  der  vorigen  Gleichung  das  unbe- 
stimmte b  durch  Subtraction  eliminirt  werden   kann.    Man  erhält 
da,nn: 

7)  y~y^  =  Ä{x  —  x^) 

als  Resultat  der  gestellten  Aufgabe.  Setzt  man  hierin  nach  einander 
y  =  0  und  x  =  0,  so  findet  man  leicht  als  Coordinaten  für  die  auf 
den  Achsen  gelegenen  Punkte  der  in  Rede  stehenden  Geraden : 

8)  a  =  x^  —  '-J ,      b  —  y^  —  Äx, 

welche  beiden  Werthe  übrigens  nur  Umformungen  der  Gleichun- 
gen 5)  und  3)  darstellen. 

II.  Es  soll  die  Gleichung  derjenigen  Geraden  ge- 
sucht werden,  welche  die  Punkte  aj^i/i  ^^nd  X2y2  in  sich 
enthält. 

Zu  der  die  gerade  Linie  charakterisirenden  Formel 
y  =  Äx  +  b 
treten  hier  die  beiden  Bedingungsgleichungen: 

yi  =  Äx^-\-b 
y.2  =  ÄX2  +  b, 
aus  denen  in  gleicher  Weise ,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe 

2/i  —  2/2  =  -^  (^1  —  ''^2) 
hergeleitet  wird.     Hieraus  findet  sich  zunächst  für  die  Richtungs- 
constante  der  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  gehenden  Geraden 


9)  Ä^'^ — ^ 


t/jf  iX/g 


und  durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  Formel  7) ,  welche  die 
Gleichungen  aller  den  Punkt  x^y^  in  sich  enthaltenden  Geraden  um- 
fasst ,  als  Gleichung  der  gesuchten  Linie : 
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10)  2/_^^=^L^(^_^J. 

Die  Substitutionen  2/  =  0  und  a;  =  0  geben  für  die  Coordinaten 
der  beiden  auf  den  Achsen  creleffenen  Punkte : 


11)  a  = 


X.2  y^     X^  ^2       7 y-2^\.     y\^2 


Vi    y-i  '^'i     -^-i 

Insofern  die  Gleichung  10)  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der 
Coordinaten  x  und  «/jedes  mit  x^y^  und  3^22/2  in  derselben  Geraden 
gelegenen  Punktes  enthält,  ist  sie  ziigleich  der  analytische  Ausdruck 
dafür,  dass  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Wenn 
wir  sie  zu  diesem  Zwecke  in  die  Form :  , 

12)  ix  —  x;)  :  {x^  -  x.^  =  {y  —  2/1)  :  (2/1  —  2/2) 

bringen,  giebt  sie  die  für  drei  in  einer  geraden  Linie  gelegenen 
Punkte  charakteristische  Eigenschaft,  dass  ihre  Abscissendiffe- 
renzen  den  entsprechenden  Ordinatendifferenzen  pro- 
portional sein  müssen.  - —  Wandelt  man  endlich  die  letzte  Propor- 
tion in  eine  Productgleichung  um,  so  findet  sich  nach  einigen 
Eeductionen  die  bereits  in  Nr.  10)  des  §  3  gewonnene  Formel  wie- 
der, deren  geometrische  Deutung  das  Resultat  ausspricht,  dass  die 
zwischen  den  drei  Punkten  enthaltene  Dreiecksfläche  gleich  Null  ist. 

§6. 
ZweiGerade. 

Sind  zwei  gerade  Linien  durch  ihre  Gleichungen  für  Parallel- 
coordinaten  gegeben,  so  entsteht  die  Frage  nach  der  gegenseitigen 
Richtung  dieser  Linien  und,  wenn  sie  sich  schneiden,  nach  der 
Lage  ihres  Durchschnittspimktes.  Wir  beginnen  mit  der  letzten 
dieser  beiden  Untersuchungen. 

I,  Es  seien 

y  =  Äj^x+J)j^ 

y^Ä^x  +  h.^ 
die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden ,  so  müssen  für  die 
Coordinaten  eines  gemeinschaftlichen  Punktes  beide  Formeln  gleich- 
zeitig ihre  Giltigkeit  behalten.  Die  Berechnung  dieser  Coordinaten 
kommt  daher  einzig  darauf  hinaus,  ein  x  uud  y  zu  finden,  welches 
beiden  Gleichungen  Genüge  leistet.  Da  wir  es  hierbei  nur  mit 
Gleichungen    ersten    Grades    zu    thun   haben,    so   kann  die 
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Rechuixng  für  jede  der  beiden  Unbekauuten  nur  einen  Wertli  geben; 
sie  führt  daher  zu  dem  Resultate  zurück ,  dass  zwei  nicht  zusammen- 
fallende Gerade  nicht  mehr  als  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  be- 
sitzen können.  Für  seine  Coordinaten  findet  sich  nach  den  gewöhn- 
lichen Eliminationsmethoden  aus  den  obigen  Gleichungen : 

1)  x=  ^^~^i  ,     y  =  -^^hziAih^ 

A^      -^2  A^      A.2 

Hierbei  verdienen  folgende  Fälle  besondere  Erwähnung  : 
cc.  Ist  &^  =  &2 ,  so  ist  a;  =  0 ,  d.  h.  der  Durchschnittspunkt  liegt 
in  der  Ordinatenachse.  In  der  That  bezeichneten  aber  auch  die  be- 
ständigen Grössen  l)^  und  h^  die  Lage  der  in  der  y  -  Achse  gelegenen 
Punkte  beider  Geraden ,  so  dass  bei  üebereinstimmung  dieser  Werthe 
die  beiden  Linien  durch  denselben  Punkt  der  genannten  Achse  gehen 
müssen. 

ß.  "Wenn  J.^ h.^  =^A^h^,  so  ist  y  =  0 ,  d.  h.  der  gemeinschaft- 
liche Punkt  liegt  in  der  Abscissenachse.  Wir  übersehen  sofort  die 
Richtigkeit  dieses  Resultates ,  wenn  wir  die  gewonnene  Bedingungs- 

gleichimg  in  die  Form : j-  =^ j-  bringen ,  worin  nach  Nr.  4) 

des  vorigen  ParagTaphen  die  gleichen  Grössen  die  Abscisseu  der  in 
der  a;- Achse  gelegenen  Punkte  bezeichnen. 

y.  Für  Ay  =  A2  erhalten  beide  Coordinaten  unendliche  Werthe, 
d.  h.  der  Durchschnittspunkt  liegt  in  unendlicher  Entfernung,  We- 
gen üebereinstimmung  der  Richtungsconstanten  ist  dies  der  Fall 
des  Parallelismus  beider  Geraden. 

6.  Wenn  irgend  zwei  von  den  drei  vorhin  genannten  Beziehun- 
gen gleichzeitig  stattfinden ,  so  ist  A^  =  A^  und  auch  h^^^h^,  und 

man  erhält  für  beide  Coordinaten  die  unbestimmte  Form  pr.     Dann 

sind  aber  auch  die  Gleichungen  beider  Geraden  identisch,  weshalb 
letztere  in  allen  Punkten  zusammenfallen  müssen. 

Sind  die  Gleichungen  der  beiden  Linien  in  der  Form 

%      \ 

gegeben ,  so  findet  man  ebenfalls  durch  Elimination  als  Coordinaten 
des  Durchschnittspunktes : 

Anal.  Geom.  I.  a 
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^_ai  «2(^-^2)         ..  _  ^1  ^2  («1  -  ^^2) 

«2  ^1  —  ^1  ^2  ^2  ^1  —  ^1  '^2 

Dasselbe  Resultat  kann  auch  aus  den  Gleichungen  11)  des  vori- 
gen Paragraphen  abgeleitet  werden ,  sobald  man  die  Gleichung  einer 
Geraden  aiif  die  Form 

bringt ,  worin  a  und  ß  die  reciproken  Werthe  von  a  und  h  darstellen. 
Die  in  Nr.  11)  §  5  gelöste  Aufgabe  kommt  dann  darauf  hinaus, 
Werthe  von  «  und  ß  zu  finden,  welche  den  Gleichungen 

aa;2  +  /32/2  =  l 

genügen,  während  jetzt,  der  Werth  von  x  und  y  aus  dem  Gleichungs- 
systeme 

«2^  +  /522/  =  l 

abgeleitet  werden  soll.  Da  die  letzteren  beiden  Gleichungen  aus 
den  beiden  vorhergehenden  durch  einfache  Vertauschung  der  Buch- 
staben a  und  X ,  sowie  ß  und  y  hervorgehen ,  so  kann  durch  eine 
gleiche  Vertauschung  das  Resultat  der  einen  Aufgabe  aus  dem  der 
anderen  abgeleitet  werden.  Giebt  man  zu  diesem  Zwecke  den  Glei- 
chungen 11)  des  vorhergehenden  Paragraphen  die  Form 

^, 2/1      2/2  o , ^1      ^2 


^^Vx      ^1^/2  2/2^1      Vi^i 


so  erhält  man  hieraus  in  der  angegebenen  Weise  als  Resultat  der 
jetzigen  Aufgabe  *• 


'»^2/^1  —  «1/52'  /^g«!— ^^«2* 

Durch  Substitution  von  or,  =  — ,   ß,  =  -—  u.  s.  f .  gelangt  man  hier- 
an o^^ 

von  zu  den  Gleichungen  2).  —  Bemerkens  werth  ist  die  letztere  Ab- 
leitung insofern,  als  sie  ein  einfaches  Mittel  an  die  Hand  giebt,  die 
auf  den  Durchschnitt  von  geraden  Linien  bezüglichen  Aufgaben  auf 
die  Lage  von  Punkten  in  einer  geraden  Linie  zurückzuführen.  Aus 
der  in  Nr.  10)  des  §  3  enthalteneu  Bedingung  für  die  Lage  dreier 
Punkte  in  einer  geraden  Linie  erhält  man  z.  B.  durch  die  im  Vorigen 
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enthaltene  Methode  als  Bedingungsgleichnng  dafür,  dass  drei  Ge- 
rade durch  denselben  Punkt  hindurchgehen: 

ß  («1  -  C^2)  +  ^1  i^2  -  «)  +  ^2  («  -  «l)  =  0 

oder  nach  Einführung  der  Werthe  von  a,   ß  u.  s.  f. 

3)        -('---')  +  -(---')  +  -f---')  =  0. 

b  V«!      a^/       \\a^      aj      1)2  \a       aj 

II.  Soll  der  Winkel  8  gefunden  werden,  den  zwei  gegebene 
Gerade  einschliessen ,  so  verschiebe  man  beide  Linien  parallel  zu 
sieh  selbst  in  einen  und  denselben  Punkt  der  a;- Achse,  wodurch 
ihre  gegenseitige  Lage  nicht  geändert  wird.  Sind  dann  a^  und  a^ 
die  im  früher  festgestellten  Sinne  gemessenen  Winkel ,  welche  beide 
Gerade  mit  der  x  -  Achse  einschliessen ,  so  erhält  man  in  jedem  Falle : 

tan  ö  =  +  tan  («j  —  a^. 

Um  in  dieser  Gleichung  die  Richtungsconstanten  A^  und  A^  der 
beiden  Geraden  einzuführen,  beschränken  wir  uns  ztmächst  auf 
rechtwinklige  Coordinaten,  weil  bei  deren  Anwendung  die 
einfachsten  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  A.^  und  A^  und 
den  Winkeln  a^  und  a^  stattfinden.  Dann  ist :  tan  «^  =  A^  und 
tan  «2  =-42,  und  es  folgt  hieraus : 

Der  Doppelwerth  von  tan  8  kann  hier  als  einem  spitzen  und  einem 
stumpfen  Winkel  zugehörig  betrachtet  werden ,  und  giebt  somit  die 
von  den  beiden  Geraden  gebildeten  Nebenwinkel.  Wo  nur  der  spitze 
Werth  verlangt  wird,  ist  dasjenige  Vorzeichen  zu  wählen,  durch 
welches  tan  8  einen  positiven  Ausdruck  erlangt.  ■ — ■  Folgende  zwei 
Fälle  verdienen  besondere  Beachtung : 

a.  Ist  Ai  =  A2,  so  wird  tan  (5  =  0,  also  ö  =  0  oder  S  =  180*^, 
wodurch  wir  auf  die  schon  oben  besprochene  Bedingung  des  Pa- 
rallelismus zweier  Geraden  zurückgeführt  werden. 

ß.  AVenn  1  -f-  J.^  J,^  =  ^ ,  wobei  nicht  gleichzeitig  JL^  =  A2  sein 
kann,  so  wird  tan  8  =  cc  ,  also  6  =  90*^5  die  beiden  Linien 
du.rchschneiden  sich  daher  rechtwinklig.  Man  findet 
dann : 

^)  ^^  ~  ~  X '     '^^  ~  ~  37 ' 
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d.  h.  zwei  Gerade  stehen  bei  Anwendung  von  rechtwinkligen  Parallel- 
coordinaten  senkrecht  aufeinander,  wenn  ihren  Richtungsconstanten 
reciproke  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  zukommen.  — 
Setzen  wir ,  sobald  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  in  der  Form 

|-f-  =  l     und \-~-=z\    gegeben    sind,    nach    §  5   Nr.  4) 

Äi  = und  J-2  = ,  so  geht  die  Bedingungsgleichung  für 

Cti  U/n 

den  rechtwinkligen  Durchschnitt  in  «j  «2  +  ^i  ^2  ^^  ^  über.  —  An 
die  letzten  Betrachtungen  schliessen  sich  folgende  zwei  Aufgaben: 

Ä.  Es  soll  die  Gleichung  einer  Geraden  gefunden 
werden,  die  durch  einen  Punkt  x^^p-^^  geht  und  eine  gege- 
bene Gerade  y  —  Ax-\-'b*  rechtwinklig  durchschne'idet. 

Da  die  Gerade  durch  den  Punkt  x-^^y^  gehen  soll ,  so  muss  ihre 
Gleichung  die  Form  von  Nr.  7)  des  vorigen  Paragraphen  besitzen. 
Nach  der  zweiten  gegebenen  Bedingung  erhält  die  Richtungscon- 

stante  den  Werth :  — j ;  die  gesuchte  Gleichung  ist  da.her : 

6)  y-y^  =  —  -{x-  x;). 

Als  specielles  Beispiel  hierzu,  wählen  wir  den  Fall,  wenn  die 
gegebene  Gerade  durch  den  Coordinatenanfang  geht  und  den  Win- 
kel y  mit  der  ic- Achse  bildet,  der  gegebene  Punkt  aber  in  einem 
Abstände  d  vom  Coordinatenanfauge  auf  der  Geraden  selbst  liegt. 
Unter  diesen  Bedingungen  ist  A  =  tan  y ,  und  da  d  und  y  die  Polar- 
coordinaten  des  gegebenen  Punktes  darstellen,  a?^:=c?  cos  y,  y^=dsiny'^ 
man  erhält  also: 

ii  —  d  siny  = (x  —  d  cos  y) 

^  '  tcmy^  " 

oder  nach  Multiplication  mit  sin  y  und  einigen.  Umformungen : 

X  cos  y  -\-y  sin  y  =  d. 

Wählt  man  jetzt  die  a;- Achfee  des  benutzten  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  zur  Achse  von  Polarcoordinaten ,  mit  Beibehal- 
tung des  Coordinatenanfanges ,  so  ist  nach  den  oft  angewendeten 
Transformationsformeln   x  =  r  cos  qo ,    y  =  r  sin  cp   zu  setzen.     Für 


*  Wii-  bedienen  uns  von  hier  an  der  Abkürzung^  eine  Linie  mit 
ihrer  Gleichuna:  zu  benennen. 
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Polarcoordinaten  findet  sich   hieraus    als  Gleichung  einer  geraden 
Linie,  welche  durch  die  Coordinaten  d,  y  für  den  Fusspunkt  des 
vom  Pole  auf  sie  gefällten  Perpendikels  bestimmt  ist , 
r  cos  {cp  —  y)  =  d. 

Es  wird  keine  Schwierigkeit  gewähren ,  die  Richtigkeit  dieser  G-lei- 
chung,  welche  d  als  Projection  des  ßadiusvector  darstellt,  in  einer 
dazu  construirten  Figur  nachzuweisen. 

B.  Die  Entferniing  eines  Punktes  c^\y■^^  von  der  Ge- 
raden y  =  Ax-{-l)  soll  berechnet  werden. 

Bezeichnen  wir  mit  (c\  y    die  Coordinaten  für  den  Fusspunkt 
des  von  X-^^y^  auf  die  Gerade  gefällten  Perpendikels  und  mit  e  die 
gesuchte  Entfernung ,  so  ist,  da  unsere  Aufgabe  die  Anwendung  von 
rechtwinkligen  Coordinaten  voraussetzt,  nach  Nr.  1)  in  §  3 
e2  =  ioc  —  x^^  +  {y  —  yj)\ 

Insofern  nun  der  Punkt  x'y'  ein  Mal  auf  der  gegebenen  Geraden, 
ein  anderes  Mal  auf  dem  erwähnten  Perpendikel  liegt ,  so  gelten  für 
seine  Coordinaten  die  Gleichungen: 

y  =  Ax  +  b 

von  denen  die  letztere  unmittelbar  aus  der  vorhergehenden  Aufgabe 
folgt.   Wird  die  erstere  in 

y'  —  y^=A  {x  —  Xj)  —  (y^  —  Ax^  —  b) 

umgeformt ,  und  hierin  mittelst  der  zweiten  y  —  y^  eliminirt ,  so 
folgt: 

,  _      _  A{y,-Ax^-b) 

•^  -^1  —  1  +  ^2  ' 

und  hieraus  wieder  nach  der  zweiten  der  oben  für  x  und  y'  gegebe- 
nen Gleichungen : 

y    Vx  1  +  J.2 .    • 

Setzen  wir  die  letzten  beide  Werthe  in  die  Gleichung  für  e^  ein ,  so 
ergiebt  sich  nach  Absonderung  der  gemeinschaftlichen  Factoren  und 
nöthiger  Hebung : 

_  {y^-  Ax^-bf 

~'       l^A^  . 
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oder 


_^  2/1  -  i^^i  +  &) 


wobei,  sofern  nur  die  absolute  Grösse   der  Entfernung  in  Frage 
kommt ,  in  jedem  Falle  das  positive  Eesultat  festzuhalten  ist. 

Beachtet  man  in  dem  gefundenen  Ausdrucke,  dass  Ax^ -\-  h 
die  der  Abscisse  x^  zugehörige  Ordinate  für  einen  in  der  Geraden 

y  =  Äx  -\-  1)  gelegenen  Punkt  be- 
zeichnet, so  ist  die  Richtigkeit  des 
Resultates  leicht  in  Fig.  13  zu  be- 
stätigen. P^  sei  der  gegebene  Punkt, 
LL  die  gegebene  Gerade,  Velche 
die  ic- Achse  unter  dem  Winkel  a 
'^  schneidet,  ferner  P^N  die  gesuchte 
Entfernung  e.    Da  Oillf  =  a;^,  so  ist 

MK  =  Äx^  +  Z>,  und  man  erhält,  durch  Einsetzimg  von  j/l  -{- Ä^ 


=  ]/l-\-tan^ a=secci,  sofort:  e  = 


MF^-MK 


seccc 


oder:  NP^  =KP^ .  cos  a, 


was  unmittelbar  mit  der  Figur  übereinstimmt ,  wenn  man  die  Gleich- 
heit der  Winkel  NP-^^  K  und  a  in  Betracht  nimmt. 

Soll  die  Untersuchung  über  den  von  zwei  Geraden  eingeschlos- 
senen Winkel  auf  schiefwinklige  Coordinaten  ausgedehnt 
werden ,  so  sind  zunächst  unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeich- 
nungen die  Winkel  «j  und  «.j  durch  die  Richtungsconstanten  Ä^^  und 
A2  auszudrücken.  Nach  der  in  Nr.  2,  des  §  5  gefundenen  Formel  ist, 
sobald  der  Coordinatenwinkel  mit  oj  bezeichnet  wird ,  mit  Rücksicht 
auf  die  Bedeutung  des  dort  angewendeten  Winkels  ß  die  Constante 
.  __       sin  a 

sin  (o)  —  c) 
Zähler  und  Nenner  durch  cosa  dividirt,  so  entsteht; 


zu  setzen.   Wird  hierin  der  Nenner  entwickelt  und 


A 


tana 


sin  CO  —  tan  a  cosco^ 


woraus  man  leicht  zu  dem  Resultat  gelangt: 

Asinca 


8) 


tana== 


1  -{-  Acosa>' 

Unter  Berücksichtigung   der   Gleichung  tan  6 
sowie  von  Nr.  8)  folgt  nun : 


4-  tan  («j  —  ofo), 
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.        I      tan  a.  —  tan  a.,  ,  A.  sin  co 

tanö=+  ' — ^— ,      tana^=        \ , 

1  +  tan  «j  .  tan  a^.  1  +  ^^  cos  a 

A^  sin  G) 
tan  or.,  = 


1-]-  A^cosco' 

Durch  Substitution  der  beiden  letzten  Werthe  in  die  erste  dieser 
Gleichungen  entstellt  nach  den  nöthigen  Eeductionen : 

m  f^^  ^  _  +  {A,-A,)sinay 

—  1  +  (^1  +  A^)  cosco  +  A^A^ 

Wird  hierin  der  Zähler  =  0  gesetzt ,  so  erhält  man  für  den 
Fall  des  Parallelismus  wieder  die  schon  früher  als  allgemein  giltig 
erkannte  Formel:  A^^=^  A2.  Sollen  dagegen  die  Geraden  senkrecht 
auf  einander  stehen,  so  erwächst  für  diesen  Fall  die  Bedingungs- 
gleichung : 

10)  1  -f  (^1  +  A^)  cos  (o  +  A^  A.-,  =  0. 

Mit  Einführung  dieses  Eesultates  können  die  im  Vorhergehen- 
den unter  A.  und  JB.  gestellten  Aufgaben  für  schiefwinklige  Coordi- 
naten  gelöst  werden.  Wir  unterlassen  diese  etwas  umständlicheren 
Rechnungen,  da  das  Vorhergehende  hinreichen  wird,  die  Ueber- 
zeugung  zu  gewähren,  dass  für  derartige  Aufgaben  die  Anwendung 
rechtwinkliger  Coordinaten  zu  grösserer  Einfachheit  führt. 


§7. 
Die  allgemeine  Gleichung  des  ersten  Grades. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  angewendeten  Glei- 
chungsformen der  geraden  Linie  besitzen  sämmtlich  das  gemein- 
schaftliche Merkmal ,  dass  sie  in  Beziehung  auf  die  veränderlichen 
Parallelcoordinaten  dem  ersten  Grade  angehören.  Es  würde  zur 
Bestätigung  dieser  Bemerkung  vollkommen  ausreichen,  wenn  sie 
sich  für  irgend  eine  Lage  der  Geraden  gegen  das  Coordinatensystem 
als  richtig  erwiese.  Von  den  für  einen  solchen  besonderen  Fall  ge- 
fundenen Relationen,  z.  B.  den  für  die  Achsen  selbst  geltenden 
J3  =  0  und  ?/  =  0 ,  gelangen  wir  nämlich  zu  den  auf  jede  andere 
Lage  bezüglichen  Gleichungen  mittelst  der  in  §  4  aufgestellten 
Transformationsformeln.  Da  nun  letztere  selbst  ersten  Grades  sind, 
so  kann,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung  der  Geraden  in  Verbindung 
bringt,    nach  einem  bekannten   Satze  der  Algebra  hierdurch  der 
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G-rad  dieser  Gleicilung  nicht  abgeändert  werden."^  Im  vorliegenden 
Falle  ist  es  niclit  nöthig ,  auf  diese  allgemeine  Bemerkung  zurück 
zugehen,  da  die  für  die  gerade  Linie  aufgestellten  Gleichungen  sich 
bereits  als  allgemein  giltig  erwiesen  haben.  —  Es  erübrigt  noch  die 
wichtige  Frage,  ob  die  Wechselbeziehung  zwischen  den  Eigen- 
schaften einer  geraden  Linie  und  einer  Gleichung  ersten  Grades  für 
die  veränderlichen  x  imd  y  eine  so  innige  ist,  dass,  so  oft  sich  eine 
Gleichung  dieser  Art  vorfindet ,  dieselbe  als  einer  geraden  Linie  an- 
gehörend betrachtet  werden  kann.  Untersuchen  wir  zu  diesem  Zwecke 
die  allgemeinste  Form  einer  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  zwei 
veränderlichen  Grössen. 

Jede  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  x  und  y  kann,  ^wenn 
man  die  mit  gleichen  Factoren  versehenen  Glieder  in  eines  zusam- 
menfasst,  auf  die  Form 

1)  Ax  +  By^G  =  () 

gebracht  werden,  worin  uä**,  B  und  C  beliebige  zwischen  —  co 
und  +  CO  gelegene  beständige  Coefficienten  ausdrücken ,  von  denen 
nur  A  und  B  nicht  gleichzeitig  verschwinden  dürfen.  Betrachten 
wir  jetzt  drei  Punkte  a:^?/,  aj^^^n  ^22/2'  deren  Coordinaten  sämmtlich 
dieser  Gleichung  Genüge  leisten  sollen ,  so  gelten  für  dieselben  fol- 
gende Relationen: 

Ax  +By  +C=0 

Ax^-\-By^+C=:^0 

Ax,-^By^+C  =  0, 

aus  denen ,  wenn  man  die  erste  derselben  mit  x^  —  x.^,  die  zweite 
njit  x<^  —  a? ,  die  dritte  mit  x  —  x^^  multiplicirt ,  und  die  drei  hier- 
durch erhaltenen  Gleichungen  addirt,  das  Resultat 


*  Es  leuchtet  sofort  ein,  dass  durch  Anwendung  der  dem  ersten 
Grade  angehörenden  Transformationsformeln  der  Grad  einer  algebraischen 
Gleichung  nicht  erhöht  werden  kann;  eine  Erniedrigung  in  der  Art, 
dass  etwa  alle  Glieder  höheren  Grades  in  Wegfall  kämen,  ist  aber  des- 
halb nicht  möglich,  weil  dann  bei  der  Rückkehr  zum  ursprünglichen 
Systeme  eine  Erhöhung  eintreten  müsste. 

**  Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dass  diese  Constante  A 
im  Allgemeinen  nicht  mit  der  Richtungsconstante  der  geraden  Linie 
verwechselt  werden  darf.  Ausgenommen  ist  der  einzige  Fall,  wenn 
J5  =  — 1  imd  C  —  hi  in  welchem  die  obige  Gleichung  1)  mit  Nr.  3)  in 
§  5  identisch  wird. 
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2)  B  [y  {x^  -  x.^  +  y^  {x.^  -x)  +  tj.^  {x  -  x^)]  =  0 

hervorgeht.  In  gleicher  Weise  erhält  man  durch  Mnltiplication  der 
ersten  Gleichung  mit  y.^  —  y^,  der  zweiten  mit  y  —  y^ ;  ^^^r  dritten 
mit  yi  —  y  1  ^^nd  nachfolgende  Addition ; 

^  [x  (2/2 — 2/1) + «1  (2/  -  2/2) + X'2  Ol — 2/)] = o,r 

oder  bei  geänderter  Anordnung  der  Glieder : 

3)  A  [y  (a\  —  x.,)  +  2/1  («2  —  ^0  +  ^2  (^  —  *i)]  =  0. 

Da  nun  wenigstens  eine  der  Grössen  Ä  und  jB  von  0  verschieden 
sein  muss,  so  kann  dem  Zusammenbestehen  der  Gleichungen  2)  und 
3)  nur  genügt  werden,  wenn 

y  (a'i  —  x.^  +  y,  {x.^  —  x)-^y,  {x  —  x^)=-0 

ist,  d.  h.  nach  der  geometrischen  Bedeutung  von  Nr.  10)  in  §  3, 
wenn  die  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Insofern  dies 
für  je  drei  Punkte  gilt ,  deren  Coordinaten  der  Gleichung  1)  Genüge 
leisten,  so  gehört  diese  selbst  einer  geraden  Linie  an. 

Wenn  die  Lage  aller  Punkte  einer  Linie  durch  eine  algebraische 
Gleichung  w*®"*  Grades  zwischen  den  veränderlichen  Parallelcoordi- 
naten  bestimmt  ist ,  so  wird  diese  Linie  selbst  eine  Linie  n^^^  Grades 
oder  n^^^  Ordnung  genannt.  *  Die  Gerade  ist  nach  dem  Vorhergehen- 
den die  einzige  Linie  ersten  Grades."'* 

Die  in  Nr.  1)  aufgestellte  allgemeinste  Gleichungsform  aller 
Linien  erster  Ordnung,  d.  h.  aller  Geraden,  lässt  sich,  wenn  man 
beiderseits  durch  eine  der  drei  beständigen  Grössen  J. ,  5 ,  C  (die 
aber  von  0  verschieden  sein  muss)  dividirt ,  immer  so  umgestalten, 
dass  sie  nur  noch  zwei  Constanten,  d.  i.  zwei  der  zwischen  A,  B 
und  C  bestehenden  Verhältnisse ,  in  sich  enthält.  Diese  beiden  Ver- 
hältnisse müssen  entweder  unmittelbar  gegeben  sein ,  wenn  sich  die 
Gleichung  auf  eine  bestimmte  Gerade  beziehen  soll,  oder  es  sind  die- 


*  Die  Berechtigung,  eine  Linie  nach  dem  Grade  ihrer  Gleichung 
zu  benennen ,  erwächst  daraus ,  dass  nach  der  im  Eingange  dieses  Para- 
graphen gemachten  Bemerkung  der  Grad  der  für  eine  specielle  Lage 
des  Coordinatensystems  gefundenen  Gleichung  auch  bei  Aenderung  dieser 
Lage  gewahrt  bleibt  und  der  Linie  selbst  als  ein  beständiges  Merkmal 
anhaftet. 

**  Mit  Beziehung  hierauf  hat  eine  Gleichung  ersten  Grades  zwischen 
veränderlichen  Zahlen  den  Namen  lineare  Gleichung  erhalten. 
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selben  aus  zwei  von  einander  unabhängigen  Bedingungen  zu  be- 
reclinen.  So  führt  die  analytische  Untersuchung  darauf  zurück,  dass 
eine  Gerade  unter  Anderem  durch  ihre  Richtung  und  einen  Punkt, 
durch  zwei  ihrer  Punkte  u.  s.  f.  vollständig  bestimmt  ist.  —  Soll 
demnach  an  einer  gegebenen  Gleichung  ersten  Grades  die  Unter- 
suchung geführt  werden,  ob  sie  für  ein  bestimmtes  Parallelcoordi- 
natensystem  za  einer  gegebenen  Geraden  gehört  oder  nicht,  so  muss 
es  nach  dem  Vorhergehenden  ausreichen ,  zu  diesem  Zwecke  an  zwei 
Punkten  der  Linie  die  Probe  zu  machen.  Es  folgt  hieraus,  dass 
eine  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  den  veränderlichen  x  und  y 
den  Coordinaten  aller  Punkte  einer  geraden  Linie  Genüge  leistet, 
sobald  dies  bei  zweien  dieser  Punkte  geschieht.  Wäre  z.  B. ,,um  an 
einen  bereits  behandelten  Fall  anzuknüpfen,  die  Gleichung 

ah 

nicht  bereits  als  die  einer  Geraden  bekannt ,  welche  auf  der  x  -  und 
y  -  Achse  die  Strecken  a  und  1)  abschneidet ,  so  würde  dies  ohne  Wei- 
teres daraus  folgen ,  dass  sie  als  Gleichung  ersten  Grades  den  Diirch- 
schnittspunkten  der  vorher  erwähnten  Linie  mit  den  beiden  Coordi- 
natenachssn  entspricht. 

Werden  die  Gleichungen  zweier  Geraden  durch  Addition  oder 
Subtraction  verbunden ,  wobei  noch  die  eine  mit  einem  beliebigen 
Factor  multiplicirt  werden  kann,  so  entsteht  wieder  eine  Gleichung 
ersten  Grades ,  die  von  denselben  x  und  y  befriedigt  wird ,  welche 
beiden  ursprünglich  gegebenen  Gleichungen  Genüge  leisten.  Die 
durch  die  neue  Gleichung  charakterisirte  Gerade  muss  sich  demnach 
mit  den  beiden  ersten  Gei'aden  in  einem  Punkte  schneiden. 

Sind  z.  B.  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  in  der  Form 

y^^A^x  +  l^,-      y  =  A^^x  +  \ 

gegeben ,  so  möge  die  letztere  mit  dem  unbestimmten  Factor  k  mul- 
tiplicirt werden,  worauf  beide  addirt  werden  sollen,  um  in  dem  hier- 
durch entstehenden  Resultate 

4)  y{\  +  l)=^x{A^  +  A,X)-\-\-\-\X 

die  Gleichung  einer  neuen  Geraden  zu  erhalten,  welche  mit  den 
beiden  ersten  durch  einen  Punkt  geht.  Bringen  wii*  Nr.  4)  in 
die  Form 
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^^  y-     l  +  A     *^     1  +  A    ' 

A  +J.  X 

so  stellt  der  Ausdruck     ^        ^     für  die  neue  Gerade  die  Richtungs- 

constante  dar,  welche  mit  Feststellung  besonderer  Wertbe  für  das 
bis  jetzt  unbestimmt  gebliebene  A.  noch  jede  mögliche  Grösse  an- 
nehmen kann.  Nr.  4)  und  5)  sind  demnach  Gleichungen  aller  der- 
jenigen Geraden ,  welche  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden 
gegebenen  Linien  hindurchgehen.  Eine  vollständige  Bestimmtheit 
tritt  erst  dann  ein,  Avenn  durch  eine  neu  hinzutretende  Bedingung 
der  Factor  A  einen  speciellen  Zahlwerth  erlangt.  Ist  z.  B.  die  Rich- 
tung einer  solchen  Geraden  durch  die  Constante  A  gegeben ,  so  er- 
hält man  aus  der  Bedingung 

für  X  den  Werth: 

.A-A 
^'A-A, 

und  durch  Substitution  in  Nr.  5) 

Die  letzte  Gleichung  gehört  also  einer  geraden  Linie  an,  die 
mit  gegebener  Richtungsconstante  A  durch  den  Durchschnittspunkt 
der  beiden  Geraden  y  =  Aj^x-\-hj^  und  y  ^  A2X  -\-  b.2  hindurchgeht. 

Zur  Einübung  des  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Verfahrens, 
zu  Gleichungen  gerader  Linien  zu  gelangen ,  welche  mit  zwei  ge- 
gebenen Geraden  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  be- 
sitzen ,  wählen  wir  die  beiden  Aufgaben  des  folgenden  Paragraphen. 


§8. 
Aufgaben, 

I.  Durch  die  drei  Eckpunkte  eines  Dreiecks  ABC 
(Fig.  14)  sind  drei  in  einem  Punkte  0  sich  schneidende 
Gerade  J.D,  BE,  CF  gezogen.  Es  soll  untersucht  wer- 
den, in  welchem  Verhältnisse  hierbei  eine  der  drei 
Dreiecksseiten  getheilt  wird,  wenn  die  Theilungsver- 
hältnisse  der  beiden  anderen  Seiten  bekannt  sind. 
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Fig.  14. 


Wir  wählen  CB  als  a; -Achse  und 
CA  als  y  -  Achse  eines  Parallelcoordi- 
natensystems  mit  dem  Anfangspunkte 
C  lind  gebrauchen  die  Bezeichnungen : 

Die  Geraden  AD  und  JBE  haben  dann 
die  Grleichungen : 


a      0^ 


Wird  die  zweite  von  der  ersten  subtrahirt,  so  entsteht: 


aa. 


h\ 


=  0. 


Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Geraden ,  die  mit  A  D  und  J5  E  den 
Dui'chschnittspunkt  0  gemein  hat  und  die ,  weil  in  ihr  x  und  y 
gleichzeitig  0  werden ,  durch  den  Coordinatenanfang  geht ,  oder  mit 
anderen  Worten :  es  ist  die  Gleichung  von  CF.  Setzen  wir  darin  zur 
Abkürzung  a  —  a^^  =  %  >  ^  —  ^i  =  ^2  ^  ^^  gelten  für  den  Punkt  F, 
welcher  ausserdem  noch  auf  der  Geraden  AB  liegt,  die  Gleichungen: 


aa 


'2   yh^Q 


bb^ 


^+f=i. 

a       b 


Durch  Elimination  von  y  ergiebt  sich  hieraus  für  die  Abscisse  des 
Punktes  F: 

atti  &o 


==ca. 


und ,  wenn  man  diese  Grösse  von  a  subtrahirt, 

aa,b^       __  Q-ß 


a  —  X- 


«2  \  +  «]  ^2 

Die  Verbindung  der  letzten  Resultate  durch  Division  führt  zu  der 
Formel : 


CGr :  GB=  a^b^ :  «2^1  "^7" 


Cfn 


oder,  wenn  man  CG  :  GB  mit  dem  gleichen  Verhältnisse  AF:  FB 
vertauscht  und  die  Werthe  von  a^^ ,  a^ ,  b^  und  b.2  einsetzt : 

EA    DB 


AF:FB  = 


CE'  CD' 
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Diese  Proportion  entliält  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 
Sind  z.  B.  CA  und  CJ3  in  den  Punkten  E  und  D  lialbirt,  so  wird  auch 
AF=  FB ^  was  zu  dem  bekannten  Satze  führt,  dass  die  drei 
Mittellinien  eines  Dreiecks  (die  Geraden  von  den  Eckpunk- 
ten nacli  den  Mitten  der  Gegenseiten)  sieb  in  einem  Punkte 
schneiden.  —  Bemerkenswertb  ist  noch  folgende  Form,  auf  welche 
die  obige  Proportion  gebracht  werden  kann : 

AF.SD.CE  =  FB.DC.EÄ. 

Sie  enthält  den  planimetrischen  Lehrsatz:  Werden  durch  die 
Eckpunkte  eines  Dreiecks  drei  in  einem  Punkte  sich 
schneidende  Transversalen  gezogen,  so  ist  von  den 
auf  den  Gegenseiten  gebildeten  Abschnitten  immer 
das  Product  dreier  nicht  an  einander  stossenden  dem 
Producte  der  drei  übrigen  gleich. 

IL  Auf  der  Geraden  OA2  (Fig.  15)  sind  drei  feste 
Punkte  0,  A■^^,  A^  gegeben.  Durch  dieselben  werden 
die  beliebigen  Geraden  OjB^,  A^C ^  A^C  gezogen,  die 
sich  in  den  Punkten  5^,  B.^  und  C  schneiden.  Wir  ver- 
binden 5^  mit  J-g?  -^2  ^^^ -^1  o®^'^*^^^^^S  ^^^^  endlich  den 
Durchschnittspunkt  D    der   beiden   letzten  Linien  mit 


Fig.  15. 


dem  vorher  gefundenen  Punkte 
C.  D i e  G e r a d e  CD  schneidet  die 
Linie  OA.2  im  Punkte  J..  Es  soll 
OJ.^a  berechnet  werden,  wenn 
die  Strecken  OAj^:=a^,  OA^^^a.^ 
gegeben  sind. 

Wir  wählen  0  A.^  zur  x  -  Achse  und  q 
OB2  zur  2/ -Achse  eines  Parallelcoordi- 
natensystems  und  setzen  0-B^  =  &i,  OB.^^h^.  Dann  sind  die  fol- 
genden Gleichungen  1 )  bis  4)  der  Reihe  nach  die  Gleichungen  der 
Geraden  A^C^  -^iC,  -^1^2  ^^^^  ^i^i- 


1) 
2) 


«1      \ 


3) 
4) 


i+f=i. 

cu       b. 


Addirt  man  entweder  1)  und  2)  oder  3)  und  4)  und  dividirt  durch 
2 ,  so  entsteht  beide  Male  das  Resultat  :* 
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^ (-  +  -)    y 


5) 


2^2 

Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Geraden ,  welche  durch  die  Durch- 
schnittspnnkte  von  J.^  C  und  A^C^  sowie  von  A^B^  und  A^B^  hin- 
durchgeht ,  d.  h,  der  Geraden  A  C.  Hieraus  findet  sich  für  die  auf 
der  a:- Achse  abgeschnittene  Strecke  OA=^a,  wenn  wir  gleich- 
zeitig y  =  0  und  x  =  a  setzen : 

^+^ 

b)  i  =  %^oaera  =  ^l^»-. 

In  gleicher  Weise  führt ,  wenn  wir  OB=b  setzen,  die  S,ubsti- 
tutien  x=0  und  y  =^h  in  Nr.  5)  zu  dem  Resultate : 

^>  |  =  Ö  oder  6  =  1^. 

&  2  &1  +  &2 

Bemerkenswerth  ist  hierbei ,  dass  die  Lage  des  Punktes  A  nur 
von  der  Lage  der  Punkte  0 ,  J.^  und  A^  abhängt ,  so  das  man  immer 
auf  denselben  Punkt  A  stossen  muss ,  nach  welcher  Richtung  man 
auch  bei  Ausführung  der  in  der  Aufgabe  vorgelegten  Construction 
die  Geraden  OB^.,  A^C  und  J-gC  gezogen  haben  mag.  Gleiches  gilt 
für  den  Punkt  B ,  dessen  Lage  nur  durch  0 ,  B■^^  und  B^  bedingt  ist. 

Die  Strecke  OA  bildet  das  sogenannte  harmonische  Mittel* 
zwischen  OA^  und  OA^.  Nach  den  Eigenschaften  der  stetigen  har- 
monischen Pi'oportion  folgt  hieraus : 

(0^2  -  OA) :  {OA  -  OA^)  -=  OA^ :  OA^ 
oder  in  Form  einer  Productgleichung : 

8)  A^A.OA,^  =  OA^.AA.^. 


*  Eine  Zahl  x  wird  das  harmonische  Mittel  zwischen  zwei  Zahlen 
a  und  b,  von  denen  a'^b  sein  mag,  genannt,  wenn 

(a  —  x):  {x  —  b)  =  a:b, 
d.    h.    wenn    eine    sogenannte    stetige    harmonische    Proportion 
zwischen  o,  x  und  h  stattfindet.    Dann  ist 

2ab      ,1         ab 

X  — T  oder  —  = . 

a  +  b  X  2 

Ueberhaupt  stehen  vier  Zahlen  a,  b,  c,  d  in  harmonischer  Proportion,  wenn 

(a~b):{c  —  d)  =  a:d. 
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Da  die  Form  der  letzten  Gleichtuig  iingeändert  bleibt,  mögen  die 
Punkte  0 ,  J.J ,  J. ,  J.2  in  der  hier  bezeichneten  oder  in  der  entgegen- 
gesetzten Reihenfolge  durchlaufen  werden ,  so  lässt  sich  auch  rück- 
wärts schliessen ,  dass  Ä^  A.^  ebenfalls  das  harmonische  Mittel  zwi- 
schen AA^  und  OA2  darstellen  muss,  ein  Resultat,  welches  auch 
leicht  durch  Rechnung  bestätigt  werden  kann. 

Bei  der  durch  die  Gleichungen  6)  und  8)  näher  bestimmten 
Lage  werden  die  auf  derselben  Geraden  gelegenen  Punkte  0 ,  A^^  A 
und  A2  harmonische  Punkte  genannt,  und  zwar  je  zwei  solche, 
die ,  wie  0  und  A  oder  A.^  und  A^  einen  dritten  zwischen  sich  haben, 
zugeordnete  oder  conjugirte  Punkte.  Die  von  einem  Paar 
conjugirter  harmonischer  Punkte  begrenzte  Strecke  wird  als  in  den 
beiden  anderen  Punkten  harmonisch  getheilt  bezeichnet,  wo- 
nach OA  in  A^  und  ^2,  A^A,^  in  0  und  A  harmonisch  getheilt  ist. 
Hierbei  soll  von  den  beiden  conjugirten  Punkten  der  vom  anderen 
Paare  eingeschlossene  der  innere,  der  andere  der  äussere  genannt 
werden. 

Nach  den  vorhergehenden  Resultaten  bildet  auf  der  die  har- 
monischen Punkte  0,  A^^  A  und  A,  enthaltenden  Strecke  0  A^  die 
Entfernung  von  je  zwei  conjugirten  Punkten  das  harmonische  Mittel 
zwischen  den  Abständen  jedes  der  beiden  anderen  Punkte  vom 
äusseren  des  ersten  conjugirten  Paares.  Nehmen  wir  aber  darauf 
Rücksicht,  dass  in  den  obigen  Gleichungen  1)  bis  4)  unter  den 
Strecken  a,  a^,  a^  auch  negative  Werthe  vorkommen  können,  so 
lässt  sich  in  dem  vorhergehenden  Satze  der  äussere  Punkt  des  con- 
jugirten Paares  auch  mit  dem  inneren  vertauschen,  sobald  man  nur 
entgegengesetzt  gelegene  Strecken  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
in  Rechnung  nimmt.  Es  wird  hierzu  genügen,  wenn  wir  auf  Fig.  16 
verweisen,  die  mit  Ausnahme  der  Be- 
zeichnung eine  Copie  von  Fig.  15  dar- 
stellt. Der  Punkt  0  liegt  jetzt  zwischen 
-4j^  und  A^ ;  im  Uebrigen  sind  alle  durch 
die  Aufgabe  bedingten  Constructionen 
wiederholt  worden ,  um  zum  Punkte  A 
zu  gelangen.  Werden  die  früheren  Be- 
zeichnungen hierher  übertragen ,  so  gel- 
ten wieder  für  A^  C,  A.^  C,  A^  JS^  und  A.^By  die  Gleichungen  1)  bis  4), 
wodurch  auch  die  Relationen  5)  bis  7)  ihre  Bestätigung  erlangen. 
—  Da  nach  der  letzten  dieser  Gleichungen  auch  0,  B^^  B  und  B^ 
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als  harmonisclie  Punkte  erscheinen,  so  gilt  in  Fig.  15  dasselbe  von 
den  Punkten  A,  D,  B  und  C.  Diese  letzte  Bemerkvmg  gewährt  ein 
Mittel ,  alle  vorhergehenden  Untersuchungen  über  harmonische  Thei- 
lung  in  einen  einzigen  Lehrsatz  zusammenzufassen.  Das  von  den 
vier  Geraden  ^^C,  A^C^  A-^2'  -^2^1  i^  ^^§'-  ^^  begrenzte  gerad- 
linige Gebilde  stellt  nämlich  ein  sogenanntes  vollständigesVier- 
seit  dar,  dessen  drei  Diagonalen  OA.^,  OB.^-,  ^  C  harmonisch  ge- 
theilt  sind.  Diese  Auffassung  bringt  das  Resultat  unserer  Aufgabe 
unter  den  Satz,  dass  jede  der  drei  Diagonalen  eines  voll- 
ständigen Vierseits  durch  die  beiden  anderen  in  Punk- 
ten geschnitten  wird,  welche  zu  den  Endpunkten  jener 
Diagonale  harmonisch  liegen  und  dabei  conjugirte 
sind.  Mittelst  dieses  Satzes  ist  es  leicht,  zu  je  drei  Punkten  einer 
Geraden  einen  vierten  harmonisch  gelegenen  durch  blose  Anwen- 
dung des  Lineals  zu  construiren. 

Legt  man  vier  von  einem  Punkte  ausgehende  Strahlen  durch 
vier  harmonische  Punkte ,  so  führen  diese  Geraden  den  Namen  har- 
monische Strahlen  oder  Harmonikaien  und  bilden  zusam- 
mengenommen ein  harmo nis ches  Strahlenbüschel.  Es  wird 
dabei  nicht  ausgeschlossen ,  dass  die  einzelnen  Strahlen  des  Büschels 
sich  in  unendlicher  Entfernung  schneiden  oder  parallel  laufen  können. 
Von  den  Harmonikaien  gilt  der  allgemeine  Satz ,  dass  ih  reDurch- 
schnitte mit  jeder  beliebigen  Geraden  harmonisch  ge- 
legene Punkte  bilden.  Betrachten  wir,  um  diesen  Satz  zu  be- 
weisen ,  zunächst  Fig.  17 ,  worin  0,  A^ , 
A  und  A2  harmonische  Punkte  bilden 
sollen,  so  dass  CA^,  CA,  CA.^  drei 
Strahlen  eines  harmonischen  Büschels 
darstellen.  Mit  Beibehaltung  der  zu 
Fig.  15  eingeführten  Bezeichnungen 
sind  die  obigen  Gleichungen  1)  und  2) 
den  Strahlen  CA^^  und  CA.^  angehörig.  Da  nun  die  durch  Ad- 
dition entstehende  Gleichung  5)  von  den  Punkten  C  und  A  befriedigt 
wird ,  so  bezieht  sie  sich  auf  alle  Punkte  des  Strahles  CA  und  giebt 
für  die  Strecke  OB  mittelst  der  Substitution  a;  =  0  wieder  die  Aus- 
drücke 7).  Es  ist  also  OB  m  B^  und  B.^  ebenfalls  harmonisch  ge- 
theilt.  —  Stellen  wir  jetzt  in  Fig.  18  das  vollständige  Strahlen- 
büschel dar ,  so  folgt ,  wenn  A,  B ,  C  und  D  harmonisch  gelegen 
sind,  nach  dem  Vorhergehenden  zunächst  die  harmonische  Theilung 
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von  AD^  und  hieraus  wieder  dasselbe 
für  die  Punkte  Z)j,  Cj^,  5^  und  Ä^.  — 
Laufen  ferner  die  Harmonikaien  parallel, 
so  hat  man  nur  beide  Seiten  der  Gleichung 

BC.ÄD  =  AB.CD 

in   einem  und   demselben  Verhältnisse 

abzuändern,  um  rücksichtlich  der  mit 

AB,  BC\  CB^  AB  proportionalen  Strecken  -ä.^i?^,  B^^C^,  C^B^, 

A^Bj^  zu  der  Gleichung 

B,Ci.A^B,  =  A^B,.C,B, 

zu  gelangen.    Hiermit  ist  dann  ebenfalls  die  harmonische  Lage  der 
Punkte  A^^  B^^  G^  und  B^  bewiesen. 


Aual.  Geom.   I. 


Drittes  Capitel. 

Der    Kreis. 


§9. 

Gleichungsformen   des  Kreises  für   rechtwinklige  Goordinaten. 

An  die  Betrachtung  der  geraden  Linie,  deren  Eigenschaften 
wir  aiis  der  Beständigkeit  des  Polarwinkels  in  einem  Polarcoordi- 
natensysteme  herleiteten,  schliesst  sich  am  einfachsten  die  Unter- 
snchung  derjenigen  Linie,  in  welcher  die  Leitstrahlen  constant  sind. 
Dies  ist  aber  der  Kreis ,  dessen  einzelne  Punkte  von  dem  hierbei  als 
Pol  angesehenen  Mittelpunkte  eine  unveränderliche  Entfernung 
haben.  Soll  diese  Fundamentaleigenschaft  des  Kreises  zum  besseren 
Anschlüsse  an  die  vorhergehenden  Discussionen  auf  Parallelcoordi- 
naten  bezogen  werden,  so  kommt  sie  darauf  hinaus,  die  Gleichung 
für  den  geometrischen  Ort  eines  Pvmktes  xy  aufzustellen,  dessen 
geradlinige  Entfernung  von  dem  durch  seine  Goordinaten  a  und  & 
bestimmten  Mittelpunkte  eine  constante  Grösse  (den  Halbmesser  /;■) 
besitzt.  Wir  beschränken  uns  hierbei  vorläufig  auf  rechtwinklige 
Goordinaten,  weil  bei  deren  Anwendung  die  Entfernung  zweier 
Punkte  einen  einfacheren  Ausdruck  gewimit.  Nach  Nr.  1)  in  §  3 
erhalten  wir  dann 

1)  {pc  —  af  +  {y-  hf  =  F' 
als  allgemeinste  Gleichung  des  Kreises. 

Besondere  Formen  dieser  allgemeinen  Gleichung  werden  da- 
durch gewonnen ,  dass  man  dem  Coordinatensysteme  eine  bestimmte 
Lage  gegen  den  I&eis  einräumt.  Folgende  zwei  Fälle  verdienen 
hierbei  besondere  Beachtung. 

A.  Wird  der  Coordinatenanfang  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
verlegt,  so  ist  a  =  &  =  0.    Hierdurch  entsteht  das  Eesultat: 

2)  .-r---{-^2  =  p. 
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Wir  wollen  diese  einfachste  Form  der  Gleichung  des  Kreises 
mit  Rücksicht  anf  die  Lage  des  Coordinatenanfanges  seine  Mittel- 
punktsgleichnng  nennen.  Insofern  dieselbe  in  Beziehung  auf 
jede  der  beiden  veränderlichen  Coordinaten  eine  rein  quadratische 
Form  besitzt ,  gehören  in  ihr  jedem  x  zwei  absolut  gleiche ,  aber  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  behaftete  y  zu,  und  dasselbe  findet  bei 
den  einem  gegebenen  y  entsprechenden  x  statt,  soweit  sich  über- 
haupt reelle  Resultate  vorfinden.    Man  erhält  nämlich  aus  Nr.  2) 


y=  +  ]/li'  —  x^  und  x  =  ±  //F  —  y'^ , 

was  nur  so  lange  mögliche  Werthe  giebt,  als  x  und  y  zwischen  den 
Grenzen  —  Tc  und  -f"  J^  eingeschlossen  sind.  Aus  den  gleichen  Dop- 
pelwerthen  der  x  und  y  folgt  die  Symmetrie  des  Kreises  gegen 
jeden  der  beiden  zu  Achsen  gewählten  Durchmesser,  also  auch 
gegen  alle  Durchmesser,  da  immer  eine  der  beiden  Achsen 
in  beliebiger  Richtung  durch  den  Mittelpunkt  gelegt  werden  kann. 
Schreiben  wir  die  Gleichung  2)  in  der  Form 

y"^  =  {k  +  ic)  {li  —  x)  oder  (Je  —  x)  :  y  ^=  y  :  (l:  -{-  x)  , 

so  zeigt  sich  y  als  mittlere  Proportionale  zwischen  A'  —  x  und  k  -\-  x, 
was  auf  einen  bekannten  planimetrischen  Lehrsatz  hinauskommt. 
B.  Nimmt  man  einen  Punkt  der  Perij)herie  zum  Anfangs- 
punkte und  legt  die  positive  Seite  der  rc- Achse  durch  den  Mittel- 
punkt ,  so  ist  &  =  0  und  a  =  7c.  Hieraus  ergiebt  sich  nach  Reduction 
auf  y- : 

3)  y^=^2kx-x\ 

Diese  Gleichung    soll  Scheitel gleichung   des  Kreises   genannt 
werden.    l)a  sie  nur  in  Beziehung  auf  y  rein  quadi-atisch  ist ,  so  hat 
bei  der  jetzigen  Gestaltung  des  Coordinaten  Systems  der  Kreis  nur 
noch  gegen  die  ;r- Achse  eine  symmetrische  Lage. 
Bringen  wir  Nr.  3)  auf  die  Form 

x^  -{-y"^2]c  X 


und  beachten ,  dass  ]/x^  +  y'^  die  Entfernung  des  beliebigen  Peri- 
pheriepunktes xy  vom  Coordinatenanfange  ausdrückt,  die  wir  zur 
Abkürzung  mit  r  bezeichnen  wollen,  so  können  wir  auch  schreiben: 

X  :r  =  1'  :2'k. 

Es  wird  keine  Schwierigkeit  darbieten ,  dieses  Resultat  in  der  Form 
eines  bekannten  planimetrischen  Lehrsatzes  zu  deuten. 


52 


Cap.  III.  —  §  9.    CTleidiungsfonnen  des 


Um  zu  allgemeinen  Betrachtungen  über  den  Kreis  zu  gelangen, 
kehren  wir  zunächst  zu  der  in  Nr.  1)  aufgestellten  allgemeinen 
Gleichung  zurück  und  geben  ihr  mit  Ausführung  der  darin  ange- 
deuteten Operationen  die  Gestalt: 

4)  x^  +  y''~2ax-2hy  +  P  =  0, 

wobei  zur  Abkürzung 

5)  P  =  «2  ^_  ^,2  _  ;^2 

gesetzt  worden  ist.  Es  gilt  vor  allen  Dingen ,  die  geometrische  Deu- 
tung dieser  neu  eingeführten  Constanten  P  zu  untersuchen.  Halten 
wir  hierbei  fest ,  dass  j/a^  -f-  h^  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  a  1) 
vom  Coordinateuanfange  darstellt,  die  wir  mit  e  bezeichnen  wollen, 
so  können  wir  auch  schreiben: 

6)  P=e2-F. 

Wir  untersuchen  nun  folgende  drei  Fälle : 
a.  Ist  e'^  Je,  so  liegt  der  Anfangspunkt  0  ausserhalb  des  Ki-ei- 
ses    (Fig.  19). 

Verbinden  wir  0  geradlinig  mit  dem 
Mittelpunkte  C  und  ziehen  die  Tangente 
OT,  soist  OC=e,  CT=Jc,  also: 

P  =  e2_^2^ÖT2 
oder  nach   einer  bekannten  Eigenschaft 
der  Kreistangente: 

P=OM.ON, 

wenn  0  M  eine  beliebige  durch  0  gelegte  Secante  darstellt.  P  ist 
daher  die  sogenannte  Potenz*  des  Coordinatenanfanges  in  Bezieh- 
ung auf  den  Kreis : 

ß.  Wenn  e  <i  h,  befindet  sich  der  An- 
Fiff    20 

fangspunkt  0  innerhalb  des  Kreises  (Fig.  20). 

Wir  legen  rechtwinklig  gegen  CO  die 

Sehne  ST,  so  ist 

P=_(Ä;2_e2)^_-öyi 

oder,  da  0T=  OS,  mit  Rücksicht  auf  die 
Eigenschaft  der  in  einem  Punkte  sich 
schneidenden  Kreissehnen, 


*  Potenz  eines  Punktes  in  Beziehung  auf  einen  Kreis 
heisst  das  Product  der  beiden  zwischen  ihm  und  dem  Kreisumfange  ge- 
legenen Abschnitte  jeder  durch  diesen  Punkt  gehenden  geraden  Linie. 
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P  =  -OS.OT=—OM.ON, 

wo  wieder  3IN  eine  beliebige  dvirch  0  gezogene  Sehne  bezeichnen 
mag.  P  behält  hiermit  die  vorhergehende  Bedeutung,  ist  aber  ne- 
gativ in  Rechnung  zu  ziehen,  da  die  beiden  als  Factoreu  der  Po- 
tenz auftretenden  Strecken  eine  entgegengesetzte  Lage  haben. 

y.  Ist  e  =  Je,  oder  liegt  der  Anfangspunkt  auf  der  Peripherie, 
so  wird 

P  =  0, 

was  ebenfalls  mit  dem  Begriffe  der  Potenz  des  Coordinatenanfanges 
zum  lü-eise  insofern  übereinstimmt ,  als  hier  einer  der  beiden  Fac- 
toren  in  Null  übergeht.  * 

Kehren  wir  von  dem  im  Vorhergehenden  enthaltenen  Excurs 
zur  Untersuchung  der  allgemeinen  Kreisgleichung  zurück,  so  lässt 
sich  an  den  in  Nr.  1)  und  4)  aufgestellten  Formen  das  gemeinschaft- 
liche Merkmal  festhalten,  dass  in  beiden  die  Beschränkung  auf  einen 
bestimmten  Kreis  von  drei  Constanten  a,  h  und  h  oder  a,  h  und 
P  abhängig  gemacht  ist ,  von  denen  P  und  li  vermittelst  der  beiden 
andern  Constanten  a  und  1)  durch  die  Relation  5)  an  einander  ge- 
bunden sind.  Sobald  nun  diese  beständigen  Grössen  nicht  unmittel- 
bar gegebene  Werthe  besitzen ,  erfordern  sie  zu  ihrer  Feststellung 
drei  von  einander  unabhängige  Bedingungsgleichungen. 
Wir  gewinnen  so  aus  der  Gleichungsform  das  Resultat ,  dass  zur  Be- 
stimmung eines  Kreises  drei  Bedingungen  nöthig  sind.  Untersuchen 
wir  den  Fall,  wenn  der  Kreis  durch  drei  gegebene  Punkte 
x^Di,  x^y^,  jCg^/g  hindurchgehen  soll. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  sind  bei  dieser  Aufgabe 
unter  Festhaltung  der  Form  4)  folgende  drei  Gleichungen  vor- 
handen : 

V  +  ^i'^-2aa;i-2&2/i  +  -P  =  0 
x^^  +  yi-2ax,-2hy,  +  P  =  0 
^z+yi -2ax^  —  2hy^  +  P=-  0. 

Werden  je  zwei  derselben  von  einander  subtrahirt ,  so  entstehen  die 
neuen  Relationen: 


*  Dieselben  Resultate  werden  auch  gewonnen ,  wenn  man  Nr.  6)  in 
p^^e  +  me-l) 
umformt.     Hierbei  sind   e  +  h  und   e  —  Tc  als   Strecken  auf  der  Verbin - 
dungsgeradeu  des  Coordinatenanfanges  und  des  Kreismittelpunktes  zu 
deuten. 
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^i  —  ^i  +  yi  —y^-'^a  {x^  —  ajg)  —  2  &  (y^  -  y.^  =  0 
Xg^  —  x^^  +  ^2^  -y^-2a  {x.^  -  x.^  -  2  &  {y,  ~y.^)  =  0 
^i  -  ^i  +  yi  -y,^-2a  {x.^  -x^)-2l)  (2/3  -  2/1)  =  0, 

die  so  von  einander  abhängen ,  dass  aus  je  zweien  derselben  die 
dritte  gewonnen  wird,  wenn  man  die  ersteren  addirt  und  nachher 
sämmtliche  Vorzeichen  mit  den  entgegengesetzten  vertaiischt.  Ans 
jedem  Paare  dieser  Gleichungen  können  daher  die  Constanten  a  und 
6  berechnet  werden ,  womit  die  Lage  des  Mittelpunktes  bestimmt  ist. 
Der  Kadius  ergiebt  sich  dann  als  Entfernung  des  Punktes  ah  von 
einem  der  drei  gegebenen  Punkte.  Wir  wollen  von  dieser  in  der  all- 
gemeinen Ausführung  etwas  umständlichen,  aber  durchaus  keine 
Schwierigkeit  darbietenden  Eechnung  absehen  und  dafür  durch  Be- 
trachtung der  Form  der  drei  letzten  Gleichungen  zu  einer  einfacheren 
Lösung  zu  gelangen  suchen.  Es. genügt  hierbei,  nur  eine  dieser 
Gleichungen  ins  Auge  zu  fassen,  da  sie  mit  Vertauschung  der  Stel- 
lenzeiger für  die  drei  Punkte  sämmtlich  in  der  Form  übereinstimmen. 
Aus  der  ersten  entsteht,  wenn  man  gemeinschaftliche  Factoren 
aushebt  und  durch  —  2  dividirt, 

(X,  -  .^2)  («  -  ^^)  +  (^x  -  ^2)  (&  -  ^^)  =  0. 

Hierin  bedeuten  nach  §  3  Nr.  11)  ^-^^ — -  und  -^-^ — ^  die  Coordi- 

naten  des  Mittelpunktes  der  Verbindungsgeraden  von  x^y^  und  x^y^^ 
die  mit  |  und  rj  bezeichnet  werden  sollen.  Betrachten  wir  nun  a  und 
6  als  veränderlich ,  so  gehören  sie  einem  Punkte  der  geraden  Linie 

{x^  -  x.^  (a;  —  ^)  +  (2/i  —  i/2)  {y-ri)  =  0 

an,  wo  ic  und  y  die  laufenden  Coordinaten  ausdrücken.  Die  letzte 
Gleichung  kann  auf  die  Form 

gebracht  werden  und  zeigt  nach  Nr.  6)  in  §  6  die  Gleichung  einer 
durch  den  Punkt  |  ri  gehenden  Geraden  an ,  welche  auf  einer  Geraden 

mit  der  Eichtungsconstante  ~ ^^   oder   nach  §  5  Nr.  9)  auf  der 

Verbindungslinie  von  x^y^  und  3*2^2  senkrecht  steht.  So  gelangen 
wir  zu  dem  bekannten  Satze,  dass  der  Mittelpunkt  des  durch  drei 
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gegebene  Punkte  gehenden  Kreises  in  den  drei  Perpendikeln  gelegen 
ist ,  welche  in  den  Mitten  der  diese  drei  Punkte  verbindenden  Sehnen 
errichtet  werden  können. 

Ein  zweites  Merkmal,  welches  den  für  den  Kreis  aufgestellten 
Gleichungsformen  anhaftet ,  ist ,  dass  sie  sämmtlich  in  Beziehung  atif 
die  laufenden  Coordinaten  dem  zweiten  Grade  angehören.  Die  all- 
gemeinste Gestalt  einer  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  ver 
änderlichen  x  und  y  ist  aber ,  wenn  man  jedesmal  die  mit  gleichen 
Pactoren  versehenen  Glieder  in  eines  zusammenfasst : 

worin  J. ,  ^ ,  C .  .  .  F  beliebige  zwischen  —  f-^  und  +  x  gelegene 
beständige  Coefficienten  vertreten,  von  denen  immer  einer,  der 
jedoch  von  Null  verschieden  sein  muss ,  durch  Division  entfernt  wer- 
den kann.  Soll  es  nun  möglich  sein,  diese  Gleichung  7)  auf  die  in 
Nr.  4)  gefundene  Perm  der  allgemeinen  Kreisgleichung  zurückzu- 
führen ,  so  ist  die  Erfüllung  folgender  Bedingungen  nothwendig  und 
ausreichend : 

a.  Die  Coefficienten  der  Quadrate  von  x  und  y  müssen  gleich, 
aber  von  Null  verschieden  sein ,  also :  A^=  B  -^  0. 

ß.  Es  darf  nicht  das  Product  der  beiden  Grössen  x  und  y  vor- 
kommen ,  d.  h.  es  muss  C  =  0  sein. 

Unter  diesen  Bedingungen  erhält  man  nämlich  mittelst  Division 
durch  Ä  aus  Nr.  7) 

a,'^  +  r  +  2^a+2|^+^^0, 

eine  Gleichung,    die   mit  Nr.  4)  vollständig  übereinstimmt,    wenn 

D  E  F 

■—  =  —  a,  -r==  —  1)  und  -r^=  P  gesetzt  wird,  a  und  b  bedeuten 
A  A  A 

dann  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  eines  durch  die  letzte 
Gleichung  charakterisirten  Kreises,  dessen  Radius  mittelst  der  aus 
Nr.  5)  folgenden  Relation 

/.•  =  ]/a^  +  &2  _  p 
berechnet  werden  kann.    Soll  dieser  Kreis  möglich  sein ,  so  ist  es 
noch  nöthig,  dass  die  Bedingung 

fr  +  &-'  >  P 
erfüllt  wird.  Im  gegentheiligen  Falle  ist  kein  Kreis ,  aber  auch  über- 
haupt keine  Linie  möglich. 
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Sobald  nämlicli  P  =  a^  +  &^  ,  so  entstellt  aus  Nr.  4) 

ein  Resultat,  dem  in  reellen  Zahlen  nur  genügt  wird,  wenn  gleich- 
zeitig x  =  a  und  y=-J)  ist.  Der  Kreis  schwindet  dabei  in  einen 
Punkt  —  den  Mittelpunkt  —  zusammen. 

Soll  ferner  F  '^  a^-\-W  sein,  so  kann  man 

setzen,  worin  c  eine  reelle,  von  Null  verschiedene  Coustante  be- 
zeichnet. Man  erhält  dann  aus  der  in  Untersuchung  stehenden 
Gleichung 

{x  -  af  +  (2/  -  W  +  c^  =  0. 

Die  dieser  Gleichung  zu  Grunde  liegende  Forderung  kann  aber  in 
reellen  Zahlen  nicht  erfüllt  werden,  wenn  nicht  jedes  Glied  einzeln 
=  0  ist. 

Wir  erkennen  hieraus ,  dass  eine  den  beiden  oben  gegebenen 
Bedingungen  entsprechende  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  x 
und  y ,  wenn  überhaupt  eine  Linie ,  nothwendig  einen  Kreis  geben 
muss.  Zur  Einübung  dieses  Gesetzes  benutzen  wir  die  folgenden 
beiden  Aufgaben. 

I.  Man  soll  den  Ort  der  Scheitel  aller  derjenigen 
Dreiecke  suchen,  welche  auf  einer  gegebenen  Grund- 
linie c  stehen  und  in  welchen  die  beiden  anderen  Sei- 
ten ein  constantes  Verhältniss  1  :  £  besitzen. 

Die  Grundlinie  c  werde  zur  ä;- Achse  und  einer  ihrer  Endpunkte 
zum  Coordinatenanfange  gewählt.  Bezeichnen  nun  für  irgend  eine 
Lage  des  Dreiecks  x  und  y  die  Coordinaten  des  Scheitels ,  so  sind 
die  Längen  der  beiden  anderen  Dreiecksseiten  (vgl.  §  3  Nr.  1) 

]/x'^  +  y^  und  j/{x  —  c)^  +  «/^ , 
und  wenn  sich  diese  wie  1  :  £  verhalten,   so  entsteht  als  Gleichung 
des  geometrischen  Ortes 


sj/x'-\-y''  =  l/{x-cY  +  y\ 
oder  nach  Quadrirung  und  Verbindung  der  gleichnamigen  Glieder 

8)  (a;2  +  2/2)(l_j2)_2ca;  +  c2^0 

oder  unter  der  Voraussetzung,    dass  £  einen  von  der  Einheit  ver- 
schiedenen Werth  besitzt. 
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Die  letztere  Form  zeigt  für  eleu  gesucliteu  Ort  einen  Kreis  an ,  der 
ZU  Mittelpuuktscoordinateu  a  =  -^ ^  und  &  =  0  hat.    Die  Potenz 

des  Coordiuatenanfanges  für-  diesen  Kreis  ist  -^ 5 ,  und  man  findet 

hieraus  den  Radius 

7t 


-/ö^ 


(1  _  ,2)         1  _  ,2         l_  ,2 

für  den  Fall,  dass  £  <  1.  Im  entgegengesetzten  Falle  ist  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  zu  wählen. 

Wenn  £  =  1 ,  d.  h.  wenn  die  Dreiecke  gleichschenklig  sein 
sollen,  verschwinden  in  der  ersten  Gleichungsform  unter  Nr.  8)  die 
quadratischen  Glieder  und  es  bleibt  für  die  gesuchte  Ortsgleichung 
nach  gehöriger  Hebung 

_  c 

Der  Kreis  geht  dann  in  eine  gerade  Linie  ül:)er ,  welche  die  gemein- 
schaftliche Grundlinie  der  Dreiecke  in  ihrem  Halbirungspunkte 
rechtwinklig  schneidet. 

IL  Zu  n  festen  Punkten  soll  der  geometrische  Ort 
eines,  beweglichen  Punktes  gesucht  werden,  welcher 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
seiner  Entfernungen  von  allen  gegebenen  Punkten 
einem  constanten  Quadrate  q^  gleich  ist. 

Es  seien  fli?^^,  «2^2  •  •  •  ^n^n  die  Coordinaten  der  n  festen 
Punkte  und  xy  die  des  gesuchten  Punktes  in  einer  seiner  Lagen,  so 
führt  die  bestellte  Aufe-abe  zu  der  Gleichung : 


=  q" 


^(x~a,Y  +  iy-h,y  ^  _   „ 


+ 

-\-ix-any-\-iy-hnY 

Nach  Auflösung  der  Klammern  und  Verbindung  der  in  den  einzelnen 
Horizontalreihen  gleiche  Stellung  einnehmenden  Glieder  führen  wir 
mit  Anwendung  des  Summenzeichens  2J  die  abgekürzten  Bezeich- 
nungen ein: 

27  (a )  —  a^  +  «2  +  •  •  •  +  «n 
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Dann  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Ortsgleichimg : 

oder  nach  Division  durch  n : 

,« + ,. _ 2 . .  ^ W - 2, . ^ + ^W+^i^^l:^^  =  0. 

Man  erkennt  hierin  einen  Kreis  mit  den  Mittelpunktscoordinaten 

_  27  (a)  _  «^  +  «2  +  . . .  +  «n 

n  n 


n  n 

Nach  den  bei  der  Aufgabe  V.  in  §  3  angestellten  Untersuchungen 
sind  dies  die  Coordinaten  des  Punktes  der  mittleren  Entfernung  für 
das  gegebene  System  fester  Punkte.    Beachten  wir  hierbei,  dass  in 

y^  /    2^     I      y^  f'h^\         /v2 

der  auf  den  gesuchten  Ki'eis  bezogenen  Potenz 

des  angenommenen  Coordinatenanfanges  der  Werth  q  immer  so  ge- 
wählt werden  kann ,  dass  der  Radius  eines  der  Aufgabe  genügenden 
Kreises  jeden  beliebigen  Werth  erhält ,  so  gelangen  wir  zu  folgendem 
Lehrsatze : 

Wenn  man  den  Punkt  der  mittleren  Entfernung 
in  einem  Systeme  fester  Punkte  zum  Centrum  eines 
Systems  concentrischer  Kreise  wählt,  so  besitzen  diese 
Kreise  die  Eigenschaft,  dass  die  Quadrate  der  Entfer- 
nungen je  des  ihrer  Punkte  von  allen  gegebenenP  unkten 
eine  für  jeden  einzelnen  Kr  eis  unveränderliche  Su.mme 
geben. 

§10. 
Der  Kreis  und  die  Gerade, 

Zur  Aufsuchung  der  Beziehungen,  welche  zwischen  einem  Kreise 
und  einer  Geraden  stattfinden,  wenden  wir,  um  für  die  erstere  Linie 
eine  möglichst  einfache  Gleichung  zu  erlangen,  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  an ,  dessen  Anfang  im  Kreismittelpunkte  gelegen 
ist.  Die  Gleichungen  der  beiden  Linien  haben  die  Form : 
ic2  -|_  ^2  __,  ]^2  ^^^1  y  —  Ax-\-h, 
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wobei  den  Constanten  Ä  nnd  h  die  aus  der  Theorie  der  geraden  Linie 
bekannten  Deutungen  zukommen. 

Sollen  beide  Linien  gemeinscbaftliche  Punkte  besitzen,  so 
müssen  deren  Coordinaten  den  beiden  gegebenen  Gleichungen  Ge- 
nüge leisten.  Durch  Elimination  von  y  findet  sich  für  das  x  solcher 
Punkte 

1)  {\-\-Ä^)x^-h2Ähx  +  (&2  -  p)  =  0. 

Das  zugehörige  y  kann  aus   der  Gleichung  y  =  Äx-\-'b  berechnet 
werden. 

Die  unter  Nr.  1)  aufgestellte  Gleichung  ist  unter  allen  Umstän- 
den eine  quadratische ,  da  der  zu  x^  gehörende  Factor  1  +  A^  nie 
kleiner  als  die  positive  Einheit  werden  kann.  Man  erhält  daher 
immer  zwei  Werthe  von  x  und  eben  so  viele  für  die  zugehörigen  «/, 
deren  Beschaffenheit  aus  der  sogenannten  Discriminante*  dieser 
quadratischen  Gleichung  abgeleitet  werden  kann,  nämlich  aus; 

oder,  wie  man  nach  einfacher  Umformung  erhält: 


^^(l+^.)(,.__^). 


Da  in  dem  letzteren  Ausdrucke  der  Factor  1  -{-  A^  weder  ver- 
schwinden, noch  einen  Einfluss  auf  das  Vorzeichen  des  Productes 
ausüben  kann ,  so  hängt  die  Beschaffenheit  der  beiden  Wurzeln  ledig- 

7  - 

lieh  von  dem  Factor  7.-  —  :; -^  ab,  und  es  sind  dieselben  reell  und 

l-\-A^ 

verschieden ,  reell  und  gleich  oder  endlich  imaginär ,  je  nachdem 


<1+^-^ 


*  Aus  der  quadratischen  Gleichung  ax^-\-2ßx-hy  =  0  findet  man 
nach  den  gewöhnlichen  Methoden 

-ß±y:d 


a 
worin  zur  Abkürzung  des  Ausdruckes 


J  =  yß^-ocy 
gesetzt  ist.  Die  beiden  Wurzeln  sind  hiernach  reell  und  verschieden, 
reell  und  gleich  oder  endlich  imaginär,  je  nachdem  z/>0,  z/  =  0  oder 
d  <C0.  Die  Grösse  z/ ,  deren  Werth  hierbei  entscheidend  ist ,  wird  die 
Discriminante  oder  Determinante  der  betrachteten  quadratischen 
Gleichung  genannt. 
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Die  bei  Unterscheidung  dieser  drei  Fälle  vorkommende  Grösse 

zr—, — Tö  ist  nach  Nr.  7)  in  §  6  das  Quadrat  der  Entfernung  der  ge- 
1  +  J.'^ 

gebenen  geraden  Linie  vom  Coordinatenanfange ,  d.  i.  hier  vom  Kreis- 
mittelpunkte ;  es  kommen  also  die  drei  Fälle  darauf  hinaus ,  dieses 
Quadrat  mit  dem  Quadrate  des  Halbmessers ,  oder ,  w^enn  wir  zu  den 
ersten  Potenzen  zurückgehen ,  den  Radius  mit  der  erwähnten  Ent- 
fernung zu  vergleichen.  Je  nachdem  der  Halbmesser  grösser  ist  als 
die  Entfernung ,  ihr  gleich  oder  kleiner  ist ,  haben  Kreis  und  Gerade 
zwei  Punkte,  einen  Punkt  oder  keinen  Punkt  gemein.  Durch  die 
gefundenen  Bedingungen  werden  daher  in  der  Sprache  der  analy- 
tischen Geometrie  Secanten,  Tangenten  und  solche  Gerade  unter- 
schieden ,  welche  gänzlich  ausserhalb  des  Kreises  liegen. 

Bringt  man  die  Gleichung  1) ,  indem  man  durch  1  +  ^-  divi- 
dirt ,  auf  die  Form 

so  finden  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Gleichungen,  wenn 
x^  und  a?2  *^ie  Wurzeln  dieser  Gleichung,  d.  i.  die  Abscissen  der  dem 
Kreise  und  der  Geraden  gemeinschaftlichen  Punkte  bedeuten,  die 
Relationen  statt: 


^1  "T  ^2 


Ab 


W-l^ 


2  1+J.^"      '^^■^^     1+^2- 

Um   zunächst  die  geometrische  Bedeutung  der  letzten  dieser  bei- 
den Gleichungen  darzuthun ,  verweisen  wir  auf  Figur  2 1 .    Darin  ist 

A  =  tan  a,  wenn  a  den  L  M^  CF^ 
bezeichnet.  Die  fragliche  Gleich- 
ung geht  hiermit  über  in 


OM^ 


0M,= 


sec''  a 


oder,  wenn  wir  beiderseitig  mit 
sec^  cc  multipliciren  und  für  031^  .  sec  a  und  OM.^  .  sec  a  ihre  Werthe 
einsetzen : 

Das  Product  -BPj  .  BP2   zeigt  sich   hiernach  einzig  von  der 
Lage  des  Punktes  B  und  dem  Radius  des  Kreises  abhängig,  ohne 
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dass  die  Eiclituug  der  besonderen  Geraden  in  Frage  kommt ,  welcher 
die  Durclisehuittspnnkte  P^  und  P^  ihre  Entstehung  verdanken.  Die 
Untersuchung  führt  somit  zu  der  bereits  im  vorigen  Paragraphen 
benutzten  Eigenschaft  der  Potenz  eines  Punktes  in  Beziehung  auf 
einen  gegebenen  Kreis  zurück. 

"Was  ferner  den  Werth  von  -^—^ — -  betrifft ,  so  wollen  wir  zu- 
nächst die  Abkürzungen  -^-^ — -  =  §  ,  -^-^ — -  =  tj  einführen ,  wobei 

y^  und  y.^  die  den  Abscissen  x^^  und  x^  zugehörigen  Ordinaten  der 
Punkte  P^  und  P^  bedeuten  sollen.  §  und  }]  sind  unter  diesen  Yor- 
aussetzimgen  die  Coordinaten  des  Halbirungspunktes  der  Sehne  PjPg. 
Dann  ist,  mit  Eücksicht  darauf,  dass  dieser  Punkt  auf  der  Geraden 
y  =^Äx-\-  I)  liegt: 

Durch  Elimination  von  1)  folgt  hieraus  das  Resultat 

als  Gleichung  für  die  Coordinaten  der  Mitten  aller  derjenigen  Sehnen, 
welche  nur  in  der  Richtungsconstante  A  übereinstimmen ,  d.  h.  es 
ist  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  der  Halbirungspunkte 
eines  Sjstemes  paralleler  Sehnen.   Wird  dieselbe  in 

1   , 

umgestaltet,  so  zeigt  sich  aus  Vergleichung  mit  Nr.  6)  in  §  6,  dass 
sie  einer  durch  den  Coordinateuanfang  (den  Kreismittelpunkt)  gehen- 
den Geraden  angehört,  welche  auf  den  parallelen  Sehnen  mit  der 
Richtungsconstante  Ä  senkrecht  steht.  Die  Mitten  paralleler  Sehnen 
liegen  hiernach ,  wie  schon  aus  der  Elementargeometrie  bekannt  ist, 
in  einem  zu  den  Sehnen  senkrechten  Durchmesser. 

Da  sich  das  letzte  Resultat  auf  alle  Geraden  mit  der  Richtungs- 
constante Ä  bezieht,  so  hat  es  auch  dann  noch  Giltigkeit,  wenn 
eine  solche  Gerade  Taugente  wird.  Die  beiden  Pimkte  P-^  und  Pg 
fallen  dann  mit  ^ ■»?  in  einen,  nämlich  den  Berührungspunkt 
zusammen,  und  die  Gleichung 

gehört,  wenn  man  |  und  rj  als  veränderliche  Coordinaten  betrachtet, 
dem  im  Berührungspunkte  auf  der  Tangente  errichteten  Pei'pendikel 
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oder  der  sogenannten  Normale  an.  Die  Form  dieser  Gleichung 
zeigt,  dass  alle  Normalen  des  Kreises  dnrcb.  seinen  Mittelpunkt 
gehen.  Mittelst  dieser  bekannten  Eigenschaft  ist  es  leicht,  die 
Gleichung  einer  an  den  Kreis  gezogenen  Tangente  zu  bilden,  wenn 
ihr  Berührungspunkt  a^^^/i  gegeben  ist.  Wir  finden  zunächst  für  die 
Richtungsconstante  der  Normale,  da  sie  durch  den  Punkt  x^y^  und 

den  Coordinatenanfang  geht,    nach   Nr.  9)    in  §  5  den  Werth  — , 

folglich  für  die  darauf  senkrechte  Tangente  mit  Rücksicht  auf  §  6 
Nr.  6)  die  Gleichung: 

y-yi  =  --;^{x- Xt), 

Vi  ♦ 

woraus  nach  einfacher  Umformung 

scj_x  +  y^y  =  Xj^  -\-  y^^ 
entsteht.  Da  x^y.^^  ein  Peripheriepunkt,  also  Xj^  -\-  y.^  =  7c^,  so  erhält 
man  mit  Einsetzung  dieses  Werthes  für  die  Gleichung  der  im 
Punkte  ajj«/j  an  den  Kreis  gelegten  Tangente: 
2)  x^x-\-y^y  =  'k^. 

Mit  Umgehung  der  Normale  gelangen  wir  zu  derselben  Gleich- 
ung ,  wenn  wir  in  der  Formel  1) ,  welche  für  die  Abscissen  der  dem 
Kreise  und  der  Geraden  gemeinschaftlichen  Punkte  giltig  war ,  die 
Bedingung  substituiren ,  unter  welcher  die  beiden  Durchschnitts- 
punkte in  einen  zusammenfallen.  Für  den  Berührungspunkt  x^y^ 
der  an  den  Kreis  o?  ■\-  y'^  ■=  W  gezogenen  Tangente  y=^Ax  +  & 
haben  wir  nämlich  nach  Nr.  1)  die  Gleichung : 

worin ,  damit  die  beiden  Wurzeln  gleich  werden , 

(1  +  A^)  (&2  _  W)  -  ^  &2  o^^er  lß--k^=  fj^\ 
sein  muss.    Man  erhält  hiermit  nach  Division  durch  1  -f-^A^: 

Ah 


Mittelst  der  Gleichung  yj^  =  Ax^-\-h  findet  sich  ferner 

_       1) 
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und  durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Gleichungen  entsteht  für 
die  Richtungsconstante  der  Tangente: 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  der  Gleichung 

welche  allen  durch  den  Punkt  x^y^  gehenden  Geraden,  also  auch 
der  Berührenden  angehört,  kommen  wir  zti  der  früher  gefundenen 
Tangentengleichung  zurück. 

Die  für  eine  Tangente  mit  gegebenem  Berührungspunkte  ge- 
fundene Gleichung  2)  gewährt  uns  die  Mittel ,  folgende  Aufgabe  zu 
lösen : 

Von  einem  avisserhalb  eines  gegebenen  Kreises 
gelegenen  Punkte  x^y^  sollen  an  diesen  Kreis  Berüh- 
rende gezogen  werden;  es  sind  die  Berührungspunkte 
zu  bestimmen. 

Wird  ein  der  gestellten  Aufgabe  genügender  Berührungspunkt 
mit  't,  f]  bezeichnet ,  so  erhält  nach  dem  Vorigen  die  an  diesen  Punkt 
gelegte  Tangente  die  Gleichung: 

^x  +  rjy  =  lc^, 

die,  wenn  die  Tangente  durch  den  gegebenen  Punkt  x.^y^  gehen  soll, 
auch  noch  mit  Einsetzung  von  x^  und  2/1  für  x  und  y  ihre  Geltung 
behalten  muss.  Beachtet  man  ferner,  dass  der  Punkt  ^tj  auf  der 
Kreisperipherie  liegen  soll ,  so  hat  man  zu  seiner  Bestimmung  fol- 
gende zwei  Gleichungen: 

^Xi-frr]y^  =  k^ 

Da  die  eine  dieser  beiden  Gleichungen  quadratisch  ist,  so  müssen 
sich  zwei  zusammengehörige  Paare  von  Werthen  für  ^  und  r]  finden ; 
die  Aufgabe  lässt  also  im  Allgemeinen  eine  doppelte  Lösung  zu,  was 
dem  bekannten  elementar  -  geometrischen  Satze  entspricht ,  dass  von 
einem  Punkte  ausserhalb  eines  Kreises  zwei  Tangenten  an  diesen 
gezogen  werden  können.  —  Die  Berechnung  der  Werthe  von  ^  und  rj 
kann  der  Selbstübung  überlassen  bleiben.  Einfacher  gelangen  wir 
auf  die  folgende  Weise  zum  Ziele. 

Wenn  in  der  ersten  der  beiden  zur  Ermittelung  von  ^  und  rj 
führenden  Gleichungen ,  nämlich  in 
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^  und  fj  als  verändeiiicli  angesehen  werden ,  so  gehört  dieselbe  als 
Gleichung  ersten  Grades  einer  geraden  Linie  an,  die  durch  die 
beiden  gesuchten  Berührungspunkte  hindurchgehen  muss.  Bezeich- 
nen wir  nun  wie  gewöhnlich  die  laufenden  Coordinaten  mit  x  imd  y, 
so  ist  mit  geänderter  Ordnung  der  Factoren 

3)  XiX  +  y^y  =  k^ 

die  Gleichung  der  sogenannten  Berührungssehne  (dieselbe  nach 
beiden  Seiten  hin  unendlich  verlängert  gedacht) ,  in  deren  Durch- 
schnitten mit  dem  gegebenen  Kreise  sich  die  beiden  Berührungs- 
punkte vorfinden.  Da  die  Form  dieser  Gleichung  mit  der  unter  Nr.  2) 
für  die  Tangente  gefundenen  vollkommen  übereinstimmt,  so  besitzt 
die  Berührungssehne  wie  die  Tangente  die  Eigenschaft,  auf  der 
Verbindungsgeraden  des  Kreismittelpunktes  mit  dem  Punkte  x^y.^^ 
senkrecht  zu  stehen.  Man  gelangt  hiermit  zur  vollständigen  Be- 
stimmung der  Berührungssehne  und  hierdurch  auch  der  Berührungs- 
punkte ,  sobald  nur  ein  Punkt  der  Sehne  bekannt  ist.  Wir  wählen 
dazu  den  Durchschnittspunkt  mit  der  eben  erwähnten  Verbindungs- 
linie. Bezeichnen  wir  ihn  mit  xy^  so  gilt,  da  er  mit  dem  Coordi- 
natenanfange  und  dem  Punkte  x^^y.^^  in  gerader  Linie  liegen  soll, 
nach  Nr.  12  in  §  5  die  Proportion 

x:x^=y:y^ 
oder  mit  Vertauschung  der  inneren  Glieder 

X  :  y  =  x^\  2/j^. 

Nach  einem  aus  der  Proportionslehre  bekannten  Satze  entsteht 
hieraus: 

{x^  +  y^)  :{xx^-\r yy^  =  {xx^  +  yy^  :  (a;/  +  y^^). * 

Nim  liegt  aber  der  gesuchte  Punkt  auch  auf  der  Geraden 

xx^-^yy^^Jc^, 

womit  die  vorhergehende  Proportion  die  folgende  Form  annimmt: 

{x'+y^):Jc'=:^r^:{x,'  +  y,'). 


*  Aus  der  Proportion 

X'.y  =  Xi:yi 
erhält  man  nämlich,  wenn  m,  n,  p  und  q  beliebige  Zahlen  bezeichnen, 

{nix  -f  ny)  •.{2JX  +  qy)  =  (mxi  4-  nyi) :  (jpXi  -f  qyi). 
In  der  obigen  Proportion  ist  vi  =  x,  n=^y,  2>  —  Xi,  q  =  y\  gesetzt. 
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Setzen  wir  hierin  g^  =  oc"^  -\-  if  und  z^  ■=  x^  -\-  y^  ^  wo  s,  und  z^  die 
Abstände  der  Punkte  xy  und  x^y^  vom  Kreismittelpunkte  bedeuten, 
so  entsteht: 

g;2  .  7^2  __  ^2  .  ^2  Qjjgj,  z  •.!<,  =^li  :  S^. 

Es  zeigt  sich  also  r  als  dritte  Proportionale  zu  0j  und  Ä;,  oder  Ä;  als 
mittlere  Proj^ortionale  zwischen  b  und  g,-^.  Hierauf  kann  leicht  eine 
aus  der  Elementargeometrie  bekannte  Construction  der  Berührungs- 
punkte gegründet  werden. 


§11. 
Zwei   Kreise. 

Die  gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  können  immer  auf  die 
eines  Kreises  und  einer  Geraden  zurückgeführt  werden.  Sind  näm- 
lich, um  von  eiüer  möglichst  allgemeinen  Auffassung  auszugehen, 
die  Gleichungen  der  beiden  Ivi'eise  nach  Nr.  4)  in  §  9  in  der  Form 

gegeben,  so  muss  für  ihre   etwa  vorhandenen  gemeinschaftlichen 

r 

Punkte  auch  jede  neue  Gleichung  giltig  sein,  welche  als  nothwendige 
Folge  der  beiden  gegebenen  auftritt.  Durch  Sul)tractiou  entsteht  die 
Gleichung  ersten  Grades : 

2)  2x  (ö,  -  «,)  +  2y  {h,  -  &,)  =  P,-P, 

d.  i.  die  Gleichung  einer  Geraden ,  welche  die  Durchschnittspunkte 
der  beiden  zu  untersuchenden  Kreise  enthält.  Können  hiernach  die 
beiden  Kxeise  nur  solche  Punkte  mit  einander  gemein  haben,  welche 
gleichzeitig  in  dieser  Geraden  gelegen  sind ,  so  folgt  zunächst  mit 
Rücksicht  auf  den  vorhergehenden  Paragraphen ,  dass  solcher  Punkte 
höchstens  zwei  vorhanden  sein  werden.  Die  durch  die  Gleichung  2) 
charakterisirte  Linie  selbst  stellt  die  gemeinschaftlicheSecante 
der  beiden  Kreise  oder  ihre  gemeinschaftliche  Tangente  dar, 
oder  liegt  endlich  ausserhalb  beider  Kreise,  je  nachdem  dieselben 
sich  schneiden ,  sich  berühren  oder  keine  gemeinschaftlichen  Punkte 
besitzen.  Zu  einer  auf  alle  diese  drei  Lagen  bezüglichen  Eigen- 
schaft der  fraglichen  Geraden  gelangen  wir  durch  die  folgende  Un- 
tersuchung. 

Anal.  Geom.  I.  f, 
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Mit  EinfLlhruiig  der  abgekürzten  Bezeichnung 

'  I      n^  =  x^-\-tf~2a^x-2\y  +  P^ 

Irönnen  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  auf  die  Ausdrücke 

17^  =  0  und   772  =  0 

reducirt  werden.  Die  durch  Subtraction  entstandene  Gleichung  2) 
gewinnt  hiermit  die  Form 

772-77,  =  0, 
oder  auch 

4)  n^=n^. 

Hierin  ist  eine  geometrische  Eigenschaft  der  Linie  enthalten ,  zu  der 
man  leicht  gelangt ,  wenn  man  auf  die  Werthe  von  77^  und  77^  zu- 
rückgeht. Drücken  wir  zu  diesem  Endzwecke  P^  mit  Benutzitng  der 
Formel  5)  in  §  9  durch  a^ ,  1)^  und  \  aus ,  wobei  \  den  Radius  des 
Kreises  bedeutet ,  für  welchen  «j^  und  h^  die  Mittelpiinktscoordinaten 
darstellen,  so  kann  die  erste  der  Gleichungen  unter  Nr.  3)  auf  die 
Form 

gebracht  werden.  Nach  einer  bereits  mehrfach  angewendeten  Formel 
stellt  hierin  der  Ausdruck 

die  Entfernung  des  Punktes  xy  vom  KJreismittelpunkte  a^h^  dar,  die 

wir  mit  e^   bezeichnen  wollen.     Für   77-^    ergiebt   sich   hieraus  der 

Werth: 

77^  =  e,2  -  \\ 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  §  9  gewonnene  Deutung  der  dortigen 
Gleichung  6),  welche  mit  der  jetzt  gefundenen  in  der  Form  voll- 
kommen übereinstimmt,  bewährt  sich  hiernach  77^  als  Potenz  des 
Pimktes  ic^  für  den  Kreis,  welchem  die  Constanten  a^,  T)-^  und  ä:^ 
zukommen.  In  ganz  gleicher  Weise  gelangen  wir  zu  der  Erkennt- 
niss,  dass  /Zg  die  Potenz  des  Punktes  xy  für  den  zweiten  der  in 
Untersuchung  befindlichen  Kreise  darstellt.  Hieraus  folgt,  dass  die 
durch  die  Gleichung  4) ,  also  auch  durch  die  hiermit  identische  unter 
Nr.  2)  bezeichnete  Gerade  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  jedem  ihrer 
Punkte  in  Beziehung  auf  beide  Kreise  gleiche  Potenzen  zukommen. 
Nach  dieser  Eiafenschaft  soll  sie  die  Linie  gleicher  Potenzen 
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oder  kurz:  Potenzliuie  für  die  beiden  Kreise  genannt  werden. 
Mittelst  der  bekannten  Bedeutung  der  Potenz  eines  Punktes  für  einen 
Kreis  folgt  hieraus  unter  Anderem ,  dass ,  wenn  man  von  einem 
ausserhalb  der  beiden  Kreise  gelegenen  Punkte  dieser  Linie  an  beide 
Ki-eise  Tangenten  legt,  die  zwischen  diesem  Punkte  und  den  Be- 
rührungspunkten gemessenen  Strecken  dieser  Tangenten  gleich  lang 
sind,  dass  also  z.  B.  die  von  den  Berührungspunkten  begrenzten 
Strecken  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  beider  Kreise  von  der 
Potenzlinie  halbirt  werden.  Hiernach  führt  sie  auch  die  Benennung : 
Linie  der  gleichen  Tangenten.''' 

Eine   zweite  allgemeine  Eigenschaft  der  Potenzlinie  wird  ge- 
wonnen, wenn  wir  ihre  in  Nr.  2)  enthaltene  Gleichung  auf  die  Form 

«1  —  Ch      ,     P^—  P.2 

y  =  -r — r^  +  rj 


bringen,  worin  — -^ ~  die  Richtimgsconstante  bezeichnet.    Nach 

Nr.  5)  in  §  6  zeigt  sich,  dass  eine  Gerade  mit  der  Richtungscon- 

stante     ^        ^   von  ihr   rechtwinklig   durchschnitten   wird.     Diese 
«1  —  a.2 

letztere  Constante  gehört  aber  nach  Nr.  9)  in  §  5  der  die  Mittel- 
punkte der  beiden  lu-eise  verbindenden  Centrallinie  zu.  Hieraus 
entsteht  der  Satz:  Die  Potenzlinie  zweier  Kreise  steht  auf 
der  Centrallinie  dieser  Kreise  senkrecht,  wie  für  den 
Fall,  wo  die  Potenzlinie  in  die  gemeinschaftliche  Secante  oder  ge- 
meinsame Tangente  übergeht,  aus  der  Elementargeometrie  be- 
kannt ist. 

Wird  zu  den  beiden  Kreisen  noch  ein  dritter  hinzugefügt,  so 
können  nach  Nr.  4)  die  Gleichungen  der  Potenzlinien  dieser  drei 
Kreise  in  der  Form 

77i  =  772,     n.,  =  J73,     773  =  77i 

geschrieben  werden.     Da  jede  dieser  drei  Gleichungen  eine  noth- 
wendige  Folge  der  beiden  anderen  ist ,  so  muss  ein  Pimkt ,  für  wel- 
chen zwei  dieser  beiden  Gleichungen  gelten,  auch  der  dritten  genü 
gen,  also  auch  auf  der  dritten  Potenzlinie  gelegen  sein,  oder  mit 
anderen  Worten:    Die  Potenzlinien  dreier  Kreise  schnei- 


*  Ausserdem  kommen    noch   die  Namen:   Cliordale,    Radical- 
achse  ii.  a.  m.  vor. 
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den  sich  in  einem  Punkte.  Dieser  Lehrsatz  kann  benutzt 
werden ,  nm  die  Potenzliuie  zweier  sich  nicht  schneidenden  nnd  auch 
nicht  berührenden  Kreise  zu  construiren.  Legt  man  nämlich  einen 
dritten  Kreis  so ,  dass  er  die  beiden  gegebenen  Kreise  schneidet ,  so 
sind  die  gemeinschaftlichen  Secanten  zwei  Potenzlinien ,  durch  deren 
Durchschnittspunkt  auch  die  dritte,  den  beiden  gegebenen  Kreisen 
angehörige  hindurchgehen  mviss.  Die  durch  diesen  Punkt  gelegte 
Senkrechte  zur  Centrallinie  der  beiden  ersten  Kreise  stellt  die  ge- 
suchte Gerade  dar.  Die  Fällung  der  Senkrechten  kann  auch  um- 
gangen werden,  wenn  man  einen  vierten  Kreis  zu  Hülfe  nimmt, 
welcher  wieder  die  beiden  gegebenen  schneidet,  und  mittelst  der 
gemeinsamen  Secanten  einen  zweiten  Punkt  der  gesuchten  Potenz- 
linie construirt. 

Gehen  wir  zu  der  Aufgabe  über,  mittelst  der  Potenzlinie  die 
gegenseitigen  Lagen  zweier  Kreise  analytisch  zu  untersuchen,  so 
soll  zunächst  zur  Vereinfachung  der  Eechnung  das  Coordinatensystem 
so  gelegt  werden ,  dass  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  eine  mög- 
lichst einfache  Form  gewinnen.  Wir  treffen  hierzu  folgende  Be- 
stimmungen: Der  Mittelpunkt  des  einen  der  beiden  Kreise,  und 
zwar  bei  Verschiedenheit  der  Halbmesser  der  Mittelpunkt  des  grös- 
seren (mit  dem  Radius  K)  werde  zum  Coordinatenanfangspunkte 
gewählt  und  die  positive  Seite  der  ic- Achse  durch  das  Centi'um  des 
zweiten  Kreises  (dessen  Radius  h  sein  soll)  gelegt;  die  positive 
Zahl  a  giebt  den  Abstand  beider  Mittelpunkte  an.  Die  Gleichungen 
der  zwei  Kreise  sind  unter  diesen  Voraussetzungen : 

^  \     (a;  -  a)2  +  2/2  =  F. 

Man  erhält  hieraus  durch  Subtraction  als  Gleichung  der  Potenzlinie 

»  2ax  —  a^  =  K^  —  h^ , 

welche  leicht  auf  die  Form 

o)  x  = ^ oder  x  =  -rT--\ ri 

Za  Z  Ja  ■ 

gebracht  werden  kann.  Nach  dieser  Form  zeigt  sich  die  Potenzlinie 
parallel  zur  2/ -Achse  oder  senkrecht  zur  ic- Achse,  wodurch  wir  auf 
die  bereits  erwähnte  Eigenschaft  der  rechtwinkligen  Lage  zur  Cen- 
trallinie zurückgebracht  werden.  Ziigleich  sehen  wir ,  dass  sie  stets 
dem  Mittelpunkte  des  kleineren  Bjfeises  näher  gelegen   sein  muss, 
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indem  sie  durch  denjenigen  Punkt  der  Ceutralliuie  liindurchgeht, 

welcher  um  den  nach  den  Voraussetzungen  positiven  Abstand  — ^ 

von  der  Mitte  der  Strecke  a  entfernt  ist.  Im  Falle  der  Gleichheit 
beider  Kreise  liegt  die  Potenzlinie  von  den  Mittelpunkten  gleichweit 
entfernt. 

Zur  Trennung  der  möglichen  Lagen  unterscheiden  wir  folgende 
drei  Fälle : 

a.  Ist  x'^  K,  SO  liegt  die  Potenzlinie  ausserhalb  des  grösseren, 
also  auch  ausserhalb  des  kleineren  Kreises ,  da  etwa  vorhandene 
gemeinschaftliche  Punkte  stets  allen  drei  Linien  gemeinsam  sein 
müssen.    Nach  Nr.  6)  erhalten  wir  für  diesen  Fall  die  Bedingung 

2a  ^ 

und  nach  leichter  Umgestaltung 

(a  -  Kf  -  Je'  >  0 
oder 

[a  -iE-\-  Je)]  [a  -{E-  Ji)]  >  0. 

Der  letzteren  Ungleichung  wird  nur  genügt,  wenn 

entweder  a  ^  ^  +  Zc ,  wobei  von  selbst  a'^  K  —  Jc^ 
oder  a<iE—Jc,       „       ,,        ,,       a  <i  K -\- Je. 

Im  ersteren  dieser  beiden  Fälle  ist  a'  "^  (E  -\-  Je)  {E  —  /<;)  oder 
E^  —  Jc^  <^  a^,  folglich  mit  Eücksicht  auf  Nr  6)  x  <C  a.  Die  Po- 
tenzlinie liegt  hiernach  zwischen  beiden  Kreisen ,  so  dass  dieselben 
vollständig  von  einander  getrennt  sind.  Im  zweiten  Falle  erhält  man 
in  gleicher  Weise  E'^  —  Je^'^ä^  und  ic^a;  die  Potenzlinie  liegt 
hierbei  ausserhalb  der  beiden  Kreise,  von  welchen  der  eine  den 
andern  umschliesst. 

ß.  Wenn  x  =  E^  so  ergiebt  sich  durch  eine  ähnliche  Rechnimg 
wie  vorher  die  Bedingungsgleichung: 

[a-{E+Ji)]  [a-(ir-7i;)]=0, 

welche  nur  Befriedigung  erlangt ,  wenn  entweder  a=^  E-\-Je  oder 
a^^'  E  —  Je.  Die  Potenzlinie  ist  hierbei  gemeinsame  Tangente  der 
beiden  Kreise ,  welche  sich  im  ersten  Falle  von  Aussen ,  im  zweiten 
von  Innen  berühren. 
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y.  Sobald  ic  <1 -K,  schueiclet  die  Potenzlinie  beide  Kreise,  die 
sich  demnach  selbst  durchschneiden  müssen.  Als  Bedingung  hierfür 
entsteht : 

[a-{K-\-l)]  [a-(if-7.)]<0,       . 

was  nur  möglich  ist,  wenn  gleichzeitig 

Die  analytische  Untersuchung  der  Potenzlinie  führt  hiernach 
auf  die  aus  der  Elementargeometrie  bekannten  Unterscheidungs- 
merkmale der  Lagen  zweier  Kreise  zurück. 

§  12. 
Kreisgleichung  für  schiefwinklige  Coordinaten. 

Soll  die  Fundamentaleigenschaft  des  Kreises ,  dass  jeder  Pe- 
ripheriepunkt gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte  besitzt,  durch 
schiefwinklige  Coordinaten  ausgedrückt  werden,  so  entsteht  mit 
Beibehaltung  der  früher  für  die  Mittelpunktscoordinaten  und  den 
Radius  eingeführten  Bezeichnungen  nach  Nr.  2)  in  §  3  als  allge- 
meinste Grleichung: 

1)       {x  -  af  +  {y  -hY"  -^2  {x-  d)  (y  -  h)  cos  oi  =  Jc\ 

worin  wieder  co  den  Coordinatenwinkel  darstellt.  Zunächst  kann 
diese  Gleichung  auf  die  Form 

^^  +  2/^  +  2xy  cos  CO  —  2  {a  -\-  b  cos  lo)  X  —  2  (h  -{-  a  cos  w)  y 
+  ia^-{-h''  +  2ah  cos  co  -  1^)  =  0 
gebracht  werden ,  und  wenn  wir  hierin  zur  Abkürzung 
^2)  m  =  a  +  &  cos  CO ,         n  =  h  -{■  a  cos  a  ^ 

F  =  a^-\-W-\-2ahcosa  —  'k^ 
setzen ,  so  geht  sie  über  in : 

3)  x'^  -\-y'^  •\-2xy  cosa>  —  2mx  —  2ny  -\-  P  =  0. 

Was  die  Bedeutung  der  hierbei  benutzten  Constanten  m,  n  und  F 
betrifft ,  so  ist  vor  allen  Dingen  leicht  ersichtlich ,  dass  unter  P 
wieder  die  Potenz  des  Coordinatenanfanges  für  den  I&eis  zu  ver- 
stehen ist.    Setzen  wir  nämlich 

e^  =  a^  -\- y^  -{- 2 al  cos (o . 


schiefwinklige  Coordinaten.  71 

so  stellt  6  nach  Nr.  8)  in  §"  2  die  Entfernung  des  Kreismittelpunktes 
vom  Coordinatenanfangspunkte  dar.  Mit  Substitution  dieses  Werthes 
in  den  Ausdruck  für  P  kommen  wir  aber  zur  Gleichung  6)  des  §  9, 
folglich  auch  zu  allen  daraus  gezogenen  Consequenzen  zurück. 
Eücksichtlich  der  Deutimg  der  Constanten  m  und  n  ist  auf  die  erste 
der  Gleichungen  6)  in  §  2  zu  verweisen,  nach  welcher  m  =  l)  cosco-\-a 
die  Projection  des  Eadiusvector  des  Mittel- 
punktes auf  die  a;- Achse  und  n  (wie  sich 
sofort  aus  Vertauschung  der  Achsenbe- 
zeichnung ergiebt)  die  Projection  derselben 
Strecke  auf  die  y  -  Achse  darstellt.  Bestä- 
tigt wird  dieses  Resultat  in  Fig.  22 ,  worin 
a  =  0Ä  =  B C  und  h  =  0B  =  ÄC;  ferner 
m  =  OM und  n^ON.  ""  a      W 

Wird  die  unter  3)  gewonnene  Gleichung  des  Kreises  mit  der 
in  §  9  Nr.  7)  angeführten  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 

Ax^ ^ By- -\-2Cocy  ■\-2Bx^2Ey -{-  F  =0 

in  Vergleichung  gebracht ,  so  zeigt  sich ,  dass  die  letztere  noth wen- 
dig einem  Kreise  —  wenn  überhaupt  einer  Linie  —  angehören  muss, 
sobald  der  Relation 

4)  A:B:C=i:l:cosa 

Genüge  geleistet  ist.  Der  Weg,  welcher  zu  diesem  Resultate  führt, 
ist  mit  dem  in  §  9  bei  Nr.  7  eingeschlagenen  vollkommen  überein- 
stimmend. 

Die  im  Vorigen  aufgestellten  Formeln  gehen  selbstverständlich 
in  die  für  rechtwinklige  Coordinaten  giltigen  über,  wenn  w  =  90*^ 
gesetzt  wird.  Dabei  vereinfachen  sich  aber  die  Beziehungen  so  sehr, 
dass  fast  bei  allen  auf  den  Kreis  bezüglichen  Untersuchungen  vom 
Gebrauche  schiefwinkliger  Coordinaten  abzusehen  ist.  Wir  be- 
schränken uns  daher  einzig  auf  das  folgende  Beispiel : 

Es  soll  die  Gleichung  eines  Kreises  aufgesucht 
werden,  welcher  die  Achsen  eines  beliebigen  Parallel- 
coordinatensystems  berührt. 

Aus  Nr.  3)  ergiebt  sich  bei  noch  unbestimmter  Lage  des  Coor- 
dinatensystems  für  die  Abscissen  der  gemeinschaftlichen  Punkte  des 
Kreises  und  der  x  -  Achse  mittelst  der  Substitution  y  =  0  die 
Gleichung : 

x^-2mx-\-F=^0, 
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deren  linke  Seite  zu  einem  vollständig-en  Quadrat  werden  muss, 
wenn  die  rK- Achse  Tangente  sein  soll;  man  erhält  dafür  die  Be- 
dingung : 

F  =  m\ 

In  gleicher  Weise  entsteht  als  Bedingung  dafür,  dass  die  2/ -Achse 
vom  Ki-eise  berührt  wird: 

Treffen  wir  nun  noch  die  Verfügung,  dass  beide  Berührungspunkte 
in  den  positiven  Theilen  der  Coordinatenachsen  gelegen  sein .  sollen, 
so  führt  die  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgende  Kelation 
m^  =  n^  zu  dem  Resultate : 

m  =  n. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  frühere  allgemeine  Gleichung 
erhalten  wir 

5)  *^  +  2/^  +  '^xy  cosm  —  2mx  —  2my  +  m^  =  0 

als  der  gestellten  Aufgabe  entsprechende  Kreisgleichuug.  Die  Sub- 
stitutionen ä;  =  0  und  y  =  0  zeigen ,  dass  hierin  m  den  Abstand  der 
in  den  Achsen  gelegenen  Berührungspunkte  vom  Coordinatenanfange 
ausdrückt.  * 

Wird  in  der  Gleichung  5)  beiderseitig  das  Product 

2xy  {1  —  cosco)  =Axy  sin^-^ 

addirt,  so  gewinnt  sie  die  einfachere  Form: 

6)  (^  +  2/  —  ■'**)^  =  4cxy  sin^  -^ , 

Multiplicirt  man  hierin  noch  auf  beiden  Seiten  mit  cos"  -^  und  be- 
achtet dabei,  dass  4 sm^^  cos^ -;^  =  sm^ CD,  so  kann  das  Resultat 
dieser  Operation  in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

7)  (^  +  2/  ~  *'*)  cos  -^    =  a;  sin  co  .  y  sinco. 

Diese  letztere  Form  der  Gleichungen  5)  und  6)  führt  zu  einer 
einfachen  geometrischen  Deutung.      Stellt  nämlich  in  Fi".  23  AB 


*  Dasselbe  Resultat  folgt  auch  aus  der  Bedeutung  von  P,  verbun- 
den mit  der  obigen  Relation:  P  =  m^. 
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die  den  tangireuden  Coordinatenachsen  zugehörige  Berührungssehne 
dar ,  öo  lege  man  durch,  den  beliebigen  Peripheriepunkt  P  die  Ge- 
rade TU //AB.  Dann  ist  wegen  OA 
=  OB  —  m  auch  NP  =  NTJ—x  und 
MT  =  MF  =--  y ,    folglich   x -\- y  —  m 

0) 


=  AT  =  BU,  und  {x-\-  y  —  m)  cos 
=  SP^  -wenn  SP  senkrecht  zur  Berüh- 


rungssehne, also  unter  dem  Winkel 


2 


gegen  jede  der  beiden  Coordinatenachsen 

gezogen  ist.    Ferner  erhält  man  x  sin  co 

=  BP  und  ysinoi  =  QP,  wobei  QP 

und  BP  rechtwinklig  gegen   die  Coordinatenachsen   gestellt  sind. 

Hiermit  gewinnt  die  Gleichung  7)  die  Deutung : 

JP^^BP.QP 

und  schliesst  den  folgenden  Lehrsatz  in  sich:  Im  Kreise  ist  der 
Abstand  jedes  Peripheriepunktes  von  der  Berührungs- 
sehne zweier  Tangenten  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  den  Entfernungen  desselben  Punktes  von 
den  beiden  Tangenten. 

Zu  einem  für  Tangentenconstructionen  brauchbaren  Resultate 
führt  noch  die  Gleichung  5) ,  wenn  sie  mit  der  Gleichung  einer  durch 
den  Coordinatenanfang  gehenden  Geraden  y  =  Ax  in  Verbindung 
gebracht  wird.  Durch  Elimination  von  y  erhält  man  zunächst  für 
die  Coordinate  x  der  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  und  des 
Kreises : 

8)       (1  +  A^  +  2AC0S w)  x'  -2m{l+A)x  +  m^  =  0. 

Stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  auf  der  Secante  y  =  Ax  den  zum 
Coordinatenanfange  zugeordneten  harmonischen  Punkt  zu  suchen, 
während  die  Durchschnittspunkte  mit  dem  I&eise  die  beiden  anderen 
harmonischen  Punkte  darstellen  sollen ,  so  kommt ,  insofern  die  y 
dieser  Punkte  als  Parallelen  ein  harmonisches  Strahlenbüschel  bil- 
den ,  diese  Aufgabe  darauf  hinaus ,  das  harmonische  Mittel  der  bei- 
den Wurzeln  der  Gleichung  8)  ausfindig  zu  machen.  Zu  diesem 
Zwecke  sollen  die  beiden  Wurzeln  mit  x^^  und  iCg  bezeichnet  werden ; 
dann  ersfiebt  sich  für  den  gesuchten  Punkt : 


74 


Cap.  IIT.  —  §  11.  Kreisgleich img  für 


^1    T  ^2 


m  (1  +  Ä) 


2  l-\-Ä^-\-2Acosco'  l+Ä^-\-2Äcosm' 


oder : 


m 


1  +  ^' 

und  zugleich ,  da  er  auf  der  gegebenen  Secante  liegen  soll , 

y  =  Äx. 

Wird  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  noch  Ä  eliminirt ,  so  ent- 
steht nach  einfacher  Umwandking : 

m      m 

d.  i.  die  Gleichung  der  B.erührungssehne.  Da  dieses  Resultat  von  Ä 
unabhängig  bleibt,  also  für  jede  durch  den  Coordinatenanfang 
gehende  Secante  Geltung  behält,  so  folgt  hieraus  der  Lehrsatz: 
Zieht  man  von  einem  ausserhalb  des  Kreises  gegebe- 
nen Punkte  aus  beliebige  den  Kreis  schneidende  Strah- 
len, so  wird  auf  jedem  dieser  Strahlen  die  zwischen 
dem  Ausgangspunkt  und  der  zugehörigen  Berührungs- 
sehne  enthaltene  Strecke  durch  den  Kreis  harmonisch 
getheilt.  Mit  Anwendung  des  Gesetzes  von  der  harmonischen 
Theilung  der  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  (vgl.  §  8  II) 
erwächst  hieraus  die  folgende  Linealconstruction  zur  Lösung  der 
Aufgabe,  von  einem  ausserhalb  des  Kreises  gegebenen  Punkte  Tan- 
genten an  den  Kreis  zu  legen  (Fig.  24). 

Man  ziehe  von  dem  gegebenen 
Punkte  A  aus  die  beliebigen  Secan- 
ten  AB  und  AC,  welche  ausser  in 
B  und  C  den  Kreis  in  D  und  E 
schneiden.  Die  Geraden  BC  und 
D_B,  sowie  BE  und  CD  geben  dann 
die  Durchschnittspunkte  F  und  G-, 
deren  gerade  Verbindu.ngslinie  FG- 
die  Berührungssehne  darstellt.  AH 
und  AI  sind  hiernach  die  gesuchten 
Tangenten.  Da  jede  dritte  zu  Hülfe  genommene  Secante  in  Verbin- 
dung mit  einer  der  beiden  vorher  angewendeten  zu  derselben  Be- 
rührungssehne führen  muss,    so  lässt  diese  Construction  auch  die 
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in  Fig.  25  enthaltene  Abänderung  zu.  Hier  sind  durch  Ä  die  drei 
Secanten  tI^,  ÄC  und  ÄC'  gelegt  und  dann  die  Durchschnitts- 
punkte dieser  Geraden  und  des  Kreises 
durch  die  Sehnen  BE  und  OD,  BE' 
und  OD'  verbunden.  Die  hierdurch  ge- 
wonnenen Schnittpunkte  G  und  (r'  liegen 
wieder  auf  der  Berührungssehne  HJ. 

Die  in  den  Figuren  24  und  25  dar- 
gelegten Constructionen ,  sowie  der  Lehr- 
satz, aus  welchem  sie  entspringen,  sind 
noch  dadurch  bemerk enswerth,  dass  sich 
später  zeigen  wird,  dass  sie  nicht  allein 
für  den  Kreis,  sondern  überhaupt  für  alle  Linien  zweiten  Grades 
Anwendung  finden. 


Viertes  Capitel. 

Die   Kegelschnitte. 


§13. 
Allgemeine  Formen  der  Kegelschnittsgleichung. 

Aus  dem  Umstände,  dass  in  Folge  der  in  den  §§  9  und  12  ange- 
stellten Betrachtungen  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  für 
Parallelcoordinaten  sich  nur  unter  beschränkten  Bedingungen  einem 
Kreise  angehörig  zeigt,  erwächst  die  Aufforderung,  noch  andere 
Linien  zweiten  Grades  ausfindig  zu  machen.  Ohne  deshalb  für  jetzt 
auf  die  Gleichung  selbst  zurückzugehen,  wenden  wir  uns  zu  einer 
Untersuchung,  die  uns  mit  noch  mehreren  Linien  dieser  Art  be- 
kannt machen  soll. 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  in  der  Ebene ,  dessen  Ent- 
fernungen von  einer  festen  Geraden  und  einem  festen  Punkte  der- 
selben Ebene  in  einem  vmveränderlichen  Verhältnisse  zu  einander 
stehen,  führt  den  Namen  eines  Kegel- 
schnittes, weil  er  unter  Anderem  auf  der 
Oberfläche  eines  ßotationskegels  mittelst  des 
Durchschnittes  mit  einer  Ebene  räumlich  dar- 
gestellt werden  kann.  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  diesen  Ort  nach  der  gegebenen  Eigen- 
schaft und  unabhängig  von  seiner  stereo- 
metrischen Entstehung  analytisch  zu  unter- 
suchen. Die  feste  Gerade  —  die  sogenannte 
Di  rectrixo  der  Leitlinie —  soll  hiei'bei 
vorläufig  als  y  -  Achse  eines  rechtwinkligen  Coordinatensys*temes  be- 
nutzt und  die  positive  Seite  der  a;- Achse  durch  den  gegebenen 
festen  Punkt  —  den  zugeordneten  Brennpunkt  oderFocus  — 
gelegt  werden  (Fig.  26). 


Fiff.  26. 
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Die  vorgelegte  Bedingung  lässt  sich,  wenn  J^  den  Brennpunkt 
darstellt ,  in  der  Proportion 

NP:FP=l:s 

oder  in  der  Gleichung 

1)  FP=e.NP=E.CM 

ausdrücken,  wobei  P  einen  beliebigen  Punkt  des  Kegelschnittes 
PAP'  und  £  den  constanten  Quotienten  seiner  Abstände  von  Brenn- 
punkt und  Leitlinie  (die  sogenannte  Charakteristik)  bezeichnet. 
Setzen  wir  nun  die  Distanz  des  Brennpunktes  von  der  Directrix 
CF=d,  so  ist 

und  es  entsteht  aus  Nr.  1)  mit  Substitution  von  CM  =  x  nach  ein- 
facher Reduction  die  Grleichung 

2)  y^  =  a^x'--{x-dy. 

Insofern  dieselbe  in  Beziehung  auf?/  rein  quadratisch  ist,  zeigt  sie, 
dass  jeder  Abscisse  zwei  gegen  die  Gerade  CF  —  die  sogenannte 
Achse  des  Kegelschnittes  —  symmetrisch  gelegene  Punkte,  wie 
z.  B.  P  und  P\  zugehören,  was  übrigens  aus  der  Entstehung  des 
Kegelschnittes  leicht  vorhei'gesehen  werden  konnte. 

Durch  die  zuletzt  gefundene  Eigenschaft  empfiehlt  sich  die  Bei- 
behaltung der  im  Vorigen  benutzten  a;- Achse;  es  erübrigt  daher 
noch  die  Frage ,  ob  mit  Verlegung  der  y  -  Achse  einfachere  Gleich- 
ungsformen zu  erzielen  sind.  Um  in  dieser  Beziehung  zu  möglichst 
allgemeinen  Eesultaten  zu  gelangen,  wollen  wir  dem  neuen  Anfangs- 
punkte eine  vorläufig  noch  unbestimmte  Abscisse  h  geben ,  so  dass 
die  früheren  x  nach  Nr.  1)  in  §  2  in  x-\-li  übergehen.  Aus  der 
Gleichung  2)  entsteht  dann : 

und ,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  nach  Potenzen  von  x  ordnet, 
nach  einigen  leichten  Umformungen  : 

3)  y^=[{\+e)h-d\[d-{\-i)li\+2[d-{l-B^)li\x-{^-i^)x^, 
woraus  durch  Einsetzung  specieller  Werthe  für  li  die  Gleichungsfor- 
men für  besondere  Lagen  des  Coordinatenanfanges  auf  der  Kegel- 
schnittsachse gewonnen  werden. 

Soll  z.  B.  der  neue  Anfangspimkt  mit  dem  Brennj)unkte  zusam- 
menfallen, so  wird  h=d^  und  man  erhält  mittelst  dieserSubstitution : 
4)  ?/2  =  ehP  +  2  ,Hlx  -  (1  -  «-)  «l 
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Für  die  Ordinate  im  Brennpunlite ,  die  wir  mit  p  bezeichnen 
wollen,  folgt  hieraus  die  Relation: 

5)  p=:z  ici* 

lind ,  wenn  wir  diesen  Werth  in  4)  substituiren ,  so  entsteht : 

6)  if  ^=  p^  -\- 2  f  p  X  —  (1  —  £^)  x^. 

Die  hierbei  benutzte  neue  Constante  p  bildet  die  Hälfte  der  Sehne 
DE  (Fig.  26),  welche  parallel  zur  Directrix  durch  den  Brennpunkt 
hindurchgeht,  oder  des  sogenannten  Parameters  des  Kegelschnit- 
tes; sie  kann  daher  selbst  Halbparameter  oder  halber  Para- 
meter genannt  werden. 

Zu  möglichst  einfachen  Gleichungsformen  müssen  wir  gelan- 
gen ,  wenn  wir  über  die  Grösse  7»'  so  verfügen ,  dass  dadurch  eines 
der  beiden  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  Nr,  3)  in  Weg- 
fall kommt.  Es  kann  dies  auf  dreifache  Weise  erreicht  werden,  näm- 
lich durch  die  Substitutionen :  d^=-{l-\-  i)  Ji,  cZ  =  (1  —  f)  h  und  end- 
lich d  =  {l-  e^)  h. 

Setzen  wir  zunächst  d  =  {1  -{■  £)  1>' ,  also  h  =  ■■         ,  so  geht  die 

1  -|-  £ 

Gleichung  3)  in  die  folgende  über : 

y^  =  2  sdx  —  {\  —  £^)x^, 
oder  mit  Benutzung  von  5)  in : 

7)  y^  =  2px-{l-i^)x\ 

Aus  dem  hierbei  zu  Grunde  gelegten  Werthe  von  Ji  folgt  für  jedes 
zwischen  den  Grenzen  0  und  go  gelegene  s  die  Ungleichung  7i  <:^  d. 
Der  neue  Coordinatenanfang  liegt  daher  zwischen  Directrix  und 
Brennpunkt ;  ausserdem  ist  er  aber  noch  ein  Punkt  des  Kegelschnit- 
tes selbst ,  weil  in  Nr.  7)  x  und  y  gleichzeitig  zu  Null  werden ,  der 
Anfangspunkt  also  der  Kegelschnittsgleichung  Genüge  leistet.  Wir 
nennen  diesen  Punkt  J. (Fig.  26)  Scheitel  der  Kegelschnittsachse, 
wonach  die  Gleichung  7)  den  Namen  Scheitel gleichung  erhalten 
kann.  Die  Zusammenstellung  mit  der  in  §  9  unter  3)  gefundenen 
Scheitelgleichung  des  Kreises  lässt  den  Kegelschnitt  in  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  p  übergehen ,  wenn  £  :=  0  gesetzt  wird ;  der  Kreis 


*  Dasselbe  Resultat  wird  übrigens  auch  ohne  weitere  Rechnung 
erhalten,  wenn  man  die  obige  Gleichung  1)  auf  die  Punkte  D  und  E 
anwendet. 
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kann  demnach  als  ein  Grenzfall  der  Kegelsclinitte  anfgefasst  wer- 
den. —  Bezeichnen  wir  noch  den  Abstand  AF  des  Brennpunk- 
tes vom   Scheitel  mit  f,   so   entsteht  ans  f=^d  —  h  das  Eesultat 

f  =  -:: — ; —  oder 

l  +  £ 

8)  /■=    ^ 


1  +  ^ 

Füi-  £  =  0  wird  daher  im  Kreise  f=p,  Viud,  da  jj  in  diesem  Falle 
Radius  war,  so  trifft  der  Brennpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  zusam- 
men. Die  Directrix  rückt  dagegen  in  unendliche  Entfernung,  wie 
sich  sogleich  zeigt,  wenn  man  in  der  aus  Nr.  5)  folgenden  Gleich- 

P 
ung  d  =  —  für  £  den  Werth  0  einsetzt. 

£ 

Die  zweite  zur  Vereinfachung  von  Nr.  3)  dienende  Substitution 
cZ  =:  (1  —  i)  h  oder  7^=  ^ führt  zu  einer  Gleichung,  welche  mit 

1  —  £ 

Ausnahme  des  Vorzeichens  von  22)x  mit  Nr.  7)  vollkommen  über- 
einstimmt. Diese  Substitution  lässt  aber  nicht  eine  allgemeine  An- 
wendbarkeit zu ,  weil  sie  für  £  =  1  einen  unendlichen  Werth  von  h 
oder  eine  Verschiebung  des  Coordinatenanfanges  ins  Unendliche  er- 
fordern wüi'de.  Für  die  beiden  noch  übrig  bleibenden  Fälle  £  <C  1 
und  £  >  1  zeigen  sich  hierbei  zugleich  Form  Verschiedenheiten  darin, 
dass  im  ersteren  Falle  h  grösser  als  d  wird,  im  zweiten  dagegen 
einen  negativen  Werth  annimmt.  —  Zu  ganz  ähnlichen  Bemerkun- 
gen giebt  die  Substitution  d=(l  —  £^) /*  Veranlassung,  mittelst 
deren  das  zweite  Glied  von  Nr.  3)  in  Wegfall  gebracht  werden  kann. 
Für  £  =  1  bleibt  sie  unanwendbar ,  weil  dann  h  unendlich  wird ;  für 
f  <<  1  wird  eine  Verschiebung  des  Coordinatenanfanges  von  der  Leit- 
linie weg  über  den  Brennpunkt  hinaus,  für  f  >  1  dagegen  nach 
der  dem  Brennpunkte  entgegengesetzten  Seite  hin  bedingt.  Die 
Kegelschnitte  zerfallen  hiermit  in  drei  verschiedene  Formen ,  welche 
den  Namen  Parabel,  Ellipse  und  Hj'perbel  führen,  je  nach- 
dem £  =  1 ,  f  <<]  1  oder  endlich  £  >>  1. 

§14. 
Specielle  Gleichungen  für  die  drei  Kegelschnittslinien. 

I.   Die  Parabel.    Die  Fundamentaleigeuschaft,  aus  welcher 
die  Kegelschnitte  zur  Entstehung  gelangten ,  geht ,  wenn  £  =  1  ge- 


80  Cap.  IV.       §14.   Specielle  Gleichnngen  der  KegelscliBitte. 

setzt  wird ,  in  Gleichheit  der  Entfernnngen  jedes  Parabelpunktes  von 
Directrix  nnd  Brennpunkt  über.  Der  Scheitel  kommt  hierbei  in  die 
Mitte  zwischen  Brennpunkt  und  Directrix  zu  liegen,  und  es  finden 
überhaupt  nach  5)  und  8)  des  vorhergehenden  Paragraphen  für  die 
daselbst  eingeführten  beständigen  Grössen  die  Relationen 

1)  p  =  d,         f=^ 

statt.  Wählen  wir  ferner  den  Scheitel  zum  Coordinatenanfange ,  so 
ergiebt  sich  mit  Beibehaltung  der  früheren  a;- Achse  nacli  Nr.  7)  als 
Gleichung  der  Parabel  für  rechtwinklige  Coordinaten: 

2)  y^=^2px. 

Nach  dieser  Gleichung  wird  y  für  jedes  negative  x  imaginär,  wäh- 
rend dagegen  allen  positiven  Werthen  von  x  reelle  y  zugehören.  Be- 
zeichnet man  zwei  Parabelpunkte  mit  xy  und  äj^^/i)  so  folgt  aus  den 
Gleichungen 

y'^  =  22)x  und  y^^  =^  2px^ 
die  Proportion: 

X  :  x^=^ y'^  :  y^ 

d.h.  die  Abscissen  sind  den  Quadraten  der  Ordinaten 
prt)portional.  Die  y  wachsen  also  gleichzeitig  mit  den  a;,  jedoch 
in  einem  schwächeren  Verhältnisse.  Durch  Verbindung  dieser  Eigen- 
schaft mit  der  früher  schon  bewiesenen  Symmetrie  aller  Kegel- 
Y\a   27.  schnitte  in  Beziehung  auf  die  Achse  erhält  die 

Parabel  die  Gestalt  der  Curve  X  J.i'  (Fig.  27), 
so  dass  sie  zu  beiden  Seiten  der  Achse  A'K 
ins  Unendliche  verläuft.  A  stellt  hierbei  den 
Scheitel  und  F  den  Brennpunkt  dar.  Die 
Leitlinie  würde  in  einem  mit  AF  gleichen 
Abstände  rückwärts  von  A  senkrecht  gegen 
die  Achse  gelegen  sein. . 
II.  Die  Ellipse.    Sobald  £<  1,  kann  in  Nr.  3)  des  vorigen 

ä 
Paragraphen  die  Substitution  li  =  z: ^  angewendet  werden.    Die 

Gleichung  der  Ellipse  erlangt  hierdurch  die  Eorm : 

oder  mit  Einführung  des  Halbparanieters  und  geänderter  Ordnung 
der  Glieder 
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3)  (l_£2)^,2+^2-  P' 


l-£^ 


Da  diese  Gleichung  sowohl  für  x  als  y  rein  quadratisch  ist ,  so  hat 
die  Ellipse  in  Beziehung  auf  beide  Coordinatenachsen  eine  symme- 
trische Form ,  besteht  demnach  aus  vier  unter  sich  congruenten  Qua- 
dranten. Der  Coordinatenanfang  ist,  wie  hieraus  leicht  abgeleitet 
werden  kann,  Mittelpunkt  der  Ellipse,  d.  h.  er  besitzt  die  Eigen- 
schaft, dass  auf  jeder  hindurch  gelegten  Geraden  zu  beiden  Seiten 
von  ihm  zwei  Ellipsenpunkte   in  gleichem  Abstände  gelegen  sind. 

Da  seine  Entfernung  von  der  Directrix  die  Länge  ^j ^  besitzt  und 

da  dieser  Werth  nothwendig  grösser  als  d  ist,  so  liegt  er  von  der 
Directrix  aus  gerechnet  über  den  zugeordneten  Brennpunkt  hinaus. 
Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Brennpunkte 
—  die  sogenannte  lineare  Excentricität  —  mit  c,  so  folgt 
aus  der  Eelation  c  =  h  —  d  mit  Benutzung  der  Constanten  p  die 
Gleichung : 

Wird  ferner  der  Abstand  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel  gleich  a 
gesetzt,  so  ergiebt  sich  aus  den  Abständen  der  Directrix  vom  Mittel- 
punkte und  vom  Scheitel : 

d  d  sd 

also  mit  Einführung  von  jj  : 

5)  ^     «^rrr^- 

Bei  Anwendung  dieser  Gleichung  und  der  daraus  folgenden 


geht  Nr.  3)  über  in : 


x^  -\-y^  ^  ap, 


und   hieraus    entsteht,    wenn  man    auf  beiden    Seiten    durch    ap 
dividirt, 

ä^     ap 

Anal.  Geom.  I.  ß 


82 


Cap.  IV.  —  §  14.  Specielle  Gleichungen  der  Kegelschnitte. 


Bezeidmen  wir  endlich  die  mittlere  Proportionale  zwischen  a  und  ]) 
mit  i ,  oder  gebrauchen  die  Eelation 

6)  p  =  ap, 

so  erlangt  die  Ellipsengleichung  die  symmetrische  Form : 


7) 


T+dy 


1. 


Hieraus  folgen  für  reelle  Werthe  der  Coordinaten  die  Bedingungen 


<1, 


<1, 


wonach  die  Abscissen  aller  Ellipsenpunkte  zwischen  den  Grenzen 
—  a  und  +  a ,  die  Ordinaten  zwischen  —  h  und  +  6  enthalten  sind. 
Beschränken  wir  uns  bei  der  Formübereinstimmung  der  vier  Qua- 
dranten auf  denjenigen,  in  welchem  x  und  y  positiv  sind,  so  gehören 
der  Gleichung  zufolge  wachsenden  x  abnehmende  y  zu.  Die  Ellipse 
zeigt  sich  daher  als  geschlossene  Ciirve  in  der  Gestalt  von  Fig.  28. 

Für  x  =  0  und  y  =  0  finden 
sich  a;  =  Hh  a  und  y  =  -\-  h 
als  Coordinaten  der  in  den 
Achsen  gelegenen  Punkte  Ä, 
Ä,  B  und  B\  der  sogenann- 
ten Achsenscheitel.  Die 
StreckenXi'=2a,55'=2& 
führen  die  Namen  grosse 
und  kleine  Achse  der  Ellipse,  die  Constanten  a  und  5  stellen  also 
die  beiden  Halbachsen  dar.  Zu  der  Berechtigung,  zwischen  den 
beiden  Achsen  einen  Gegensatz  d^r  Grösse  festzustellen,  gelangt  man 
mittelst  der  beiden  Gleichungen  5)  und  6),  aus  denen  die  Ungleichung 

folgt.  Nur  wenn  s  =  0 ,  d.  h.  wenn  die  Ellipse  in  einen  Kreis  über- 
geht, werden  diese  drei  Werthe  unter  sich  gleich. 

Zwischen  den  bei  den  vorhergehenden  Gleichungen  einge- 
führten beständigen  Grössen  finden  noch  einige  Eelationen  statt, 
welche  zur  Herleitung  von  Eigenschaften  der  Ellipse  benutzt  wer- 
den können.  Dividirt  man  zunächst  die  obige  Gleichimg  4)  durch  5), 
so  entsteht: 

8)  z=-. 
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Die  Charakteristik  erhält  hiei^mit  die  Eigenschaft,  die  lineare  Excen- 
tricität  als  Briichtheil  der  grossen  Halbachse  darzustellen ,  weshalb 
man  ihr  auch  den  Namen  numerische  Excentricität  verleiht. 
Zugleich  zeigt  sieh  aber  mit  Rücksicht  auf  die  frühere  Bedeutung 
dieser  Constanten,  dass  zwischen  der  grossen  Halbachse  einer  Ellipse 
und  ihrer  linearen  Excentricität  dasselbe  Yerhältniss  stattfindet,  in 
welchem  die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  dieser  Curve  von 
der  Leitlinie  und  dem  zugeordneten  Brennpunkte  stehen. 
Aus  der  Verbindung  von  5)  und  6)  ergiebt  sich  ferner 

&2  ^  (1  _  £2)  «2 

und  hieraus  mit  Benutzung  der  Relation  8)  nach  geänderter  Ord- 
nung der  Glieder: 

9)  a?  =  Tf-  +  cK 

Die  Gleichungen  8)  und  9)  können  dazu  dienen,  für  eine  mit 
ihren  Achsen  gegebene  Ellipse  die  Lage  des  Brennpunktes  und  der 
zugeordneten  Leitlinie  ausfindig  zu  machen.  Nach  Nr.  9)  giebt  sich 
nämlich  vorerst  die  lineare  Excentricität  als  Kathete  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  zu  erkennen ,  in  welchem  die  beiden  Halbachsen 
die  Hypotenuse  und  die  andere  Kathete  darstellen ;  der  Brennpunkt 
liegt  daher  in  einer  der  grossen  Halbachse  gleichen  Entfernung  von 
den  Scheiteln  der  kleinen  Achse.  Beachtet  man  ferner ,  dass  der  Ab- 
stand eines  Scheitels  der  kleinen  Achse  von  der  Directrix  mit  der 
Entfernung  der  letzteren  Linie  vom  Mittelpunkte  identisch  ist ,  so 
folgt ,  wenn  man  die  oben  bei  Nr.  8  gefundene  Proportionalität  auf 
diese  Entfernung  anwendet,  dass  der  Abstand  der  Directrix  vom 
Mittelpunkte ,  die  grosse  Halbachse  und  die  lineare  Excentricität  in 
stetiger  Proportion  stehen.  Nach  diesen  Bemerkungen  gewährt  es 
keine  Schwierigkeit ,  Brennpunkt  und  Leitlinie  zu  construiren ;  man 
gelangt  aber  dabei,  insofern  jede  dieser  Constructionen  zu  beiden 
Seiten  der  kleinen  Achse  ausgeführt  werden  kann ,  sogleich  zu  der 
Wahrnehmung ,  dass  zwei  Leitlinien  und  zwei  Brennpunkte  vorhan- 
den sein  müssen ,  von  denen  jedesmal  die  auf  derselben  Seite  vom 
Mittelpunkte  aus  gelegenen  einander  zugeordnet  sind.  In  der  Sym- 
metrie  der  Ellipse  gegen  die  kleine  Achse  findet  diese  Eigenthüm- 
lichkeit  ihre  einfache  Erklärung. 

Die  Existenz  zweier  Brennpunkte  giebt  noch  zu  der  folgenden 
Betrachtung  Veranlassung.  Sind  D^D^  und  Dg -^2  die  beiden  Leit- 
linien der  Ellipse  in  Fig.  29 ,   ferner  F^  und  F^  die  zugeordneten 

6* 
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Breunpunkte ,  so  gelten  in  Folge  der  Eigenschaft ,  die  wir  der  Ent- 
stehung  der   Kegelschnitte   zu   Grunde  gelegt  haben,    die   beiden 
Fig.  29.  Gleichungen  P J\  =  s  .  PN^, 

Z>       F^P=s  .  JVgP,  und  es  folgt 
^ ~ — — -^jP  ly      hieraus  durch  Addition: 

\f^ '% v'] — I   / 

\2  C  ^'ij  Nach  der  zwischen  Entfernung 

^        ^^-...__ ^^^.^^       T.         einer    Leitlinie    vom    Mittel- 
punkte C,   grosser  Halbachse 
und  linearer  Excentricität  stattfindenden  stetigen  Proportion  ist  aber 

CE,  =  —  ,  also  Eg  E-,  = =  — ,  und  demnach : 

^        c  ■'  c  3 

F.^P  +  PF^  =  2a. 

Geben  wir  dem  Abstände  eines  Kegelschnittspunktes  vom  Brenn- 
punkte den  Namen  Brennstrahl,  wonach  jedem  Punkte  einer 
Ellipse  zwei  Brennstrahlen  zugehören ,  so  führt  das  Vorhergehende 
zu  dem  Lehrsatze:  Für  jeden  Ellipsenpunkt  ist  die  Summe 
der  beiden  Brennstrahlen  unveränderlich  gleich  der 
grossen  Achse. 

III.  Die  Hyperbel.  Ganz  ähnliche  Beziehimgen  wie  bei  der 
Ellipse  finden  auch  in  dem  Falle  statt,  wenn  £  >  1,  nur  dass  da- 
durch eine  wesentliche  Verschiedenheit  der  Gestalt  bedingt  wird. 

Zunächst  kann  die  Substitution  ]i  =  :j ^  wieder  angewendet  wer- 
den ;  sie  erfordert  aber ,  weil  1  —  s^  negativ  ist ,  eine  Rückwärts  Ver- 
schiebung der  2/- Achse  um  die  Strecke ^ r-.  Geben  wir  auch  hier 

dem -neuen  Coordinatenanfang  vorläufig  den  Nanien  Mittelpunkt, 
so  zeigt  sich  im  Vergleich  mit  der  Ellipse  der  Unterschied,  dass,  wäh- 
rend dort  der  Mittelpunkt  von  der  Directrix  aus  über  den  Brenn- 
punkt hinaus  gelegen  war,  bei  der  Hyperbel  der  Mittelpunkt  und 
Brennpunkt  die  Leitlinie  zwischen  sich  einschliessen.  Behalten  wir 
die  bei  Untersuchung  der  Ellipse  eingeführten  Bezeichnungen  bei, 
so  folgt,  wenn  man  mit  Berücksichtigung  der  Lagenverschiedenheit 
die  zur  Herleitung  von  Nr.  4)  und  5)  angewendeten  Rechnungen 
wiederholt,  für  die  lineare  Excentricität  oder  den  Abstand  des 
Brennpunktes  vom  Mittelpunkte  das  Resultat : 
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10)  ^=Ä' 

vind  für  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  vom  Scheitel : 

Dieser  letzte  Werth  kann  in  die  Gleichung  Nr.  3)  eingesetzt  werden, 
welche,  da  die  Verlegung  des  Coordinatenanfanges  nach  dem  Mit- 
telpunkte von  derselben  Substitution  wie  bei  der  Ellipse  ausgeht, 
auch  hier  Anwendung  findet,  jedoch  jetzt,  wenn  man  negative 
Werthe  vermeiden  will ,  zweckmässiger  in  der  Form 

geschrieben  wird.  Man  erhält  hieraus  mit  Benutzung  von  Nr.  11) 
nach  einfacher  Umgestaltung : 

a-      ap 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Hülfsgrösse  6  einführt,  für  welche  die 
Relation  6)  giltig  ist. 


1^)  (7)^-(i)^=i- 


Aus  der  Form  dieser  Gleichung  folgt  vorerst  wieder  die  Sym- 
metrie der  Hyperbel  in  Beziehung  auf  die  x-  und  ^Z- Achse;  es  be- 
steht also  auch  diese  Curve  in  Uebereinstimmung  mit  der  Ellipse 
aus  vier  unter  sich  congruenten  Quadranten,  und  der  Coordinaten- 
anfang  verdient  ebenso  wie  dort  den  Namen  Mittelpunkt.  Dabei  ist 
aber  die  Gestalt  eine  durchaus  verschiedene ,  wie  sich  mittelst  der 
folgenden  Bedingungen 


^\"^i      [yv^i^ 


aj  —    '       \T)  J        \a 


ableiten  lässt.  Nach  der  ersten  dieser  Relationen  sind  nämlich  keine 
Hyperbelpunkte  möglich,  wenn 

also  bei  Uebereinstimmung  der  Achsen  und  des  Werthes  a  gerade 
innerhalb  des  Raumes,  wo  sich  alle  ausserhalb  der  x- Achse  ge- 
legenen Ellipsenpunkte  befinden ;  nur  für  y  =  0  fallen  beide  Curven 


86  Cap.  IV.  —  §14.  Specielle  Grleichungen  der  Kegelschnitte. 

zusammen  und  geben  ä;  =  j^  et  für  die  Abscissen  der  Acbsenscheitel. 
Die  Hyperbel  zerfällt  hiermit  in  zwei  von  einander  getrennte,  zu 
beiden  Seiten  der  y- Achse  gelegene  Zweige.  —  Fassen  wir  ferner  von 
den  vier  congruenten  Quadranten  der  Hyperbel  denjenigen  beson- 
ders ins  Auge ,  innerhalb  dessen  beide  Coordinaten  positiv  sind ,  so 
wachsen  in  Folge  der  unter  12)  gefundenen  Gleichung  die  y  gleich- 

X 


zeitig  mit  den  x ;  dabei  ist  aber  gemäss  der  Ungleichung  (  —  )  <C 
immer 

d.  h.  die  Hyperbelordinaten  sind  bei  übereinstimmendem  x  kleiner 
als  die  y  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  mit  der 

Eichtungsconstante  — .  Zur  näheren  Untersuchung  der  gegenseitigen 

Cd 

Lage  der  Hyperbel  und  dieser  Geraden  bringen  wir  die  Hyperbel- 
gleichung 12)  auf  die  Form : 

et 
oder ,  indem  wir  linker  Hand  in  Factoren  zerlegen : 

Hieraus  folgt  für  jeden  Punkt  der  in  Eede  stehenden  Hälfte  des 
einen  Hyperbelzweiges 

—  x  —  y=  - — ; . 

a  ox-\-ay 

Der  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Quotient  giebt  für  den  üeber- 

schuss  von  —  x  über  y^  d.  i.  für  den  in  einer  Parallelen  zur  3/- Achse 
d 

gemessenen  Abstand  der  Geralden  und  Hyperbel  Werthe ,  die  sich 
bei  gleichzeitig  wachsenden  x  und  y  fort  und  fort  verkleinern ;  ja 
es  kann,  wenn  man  x  hinreichend  gross  wählt  und  damit  auch  y 
entsprechend  anwachsen  lässt,  dieser  Unterschied  kleiner  als  jede 
noch  so  kleine  Grösse  werden ,  ohne  doch  jemals  ganz  in  Null  über- 
zugehen. Eine  Gerade,  wie  die  eben  untersuchte,  an  welche  sich 
eine  krumme  Linie  mehr  und  mehr  anschmiegt,  ohne  doch  je  mit 
ihr  vollständig  zusammenzufallen,    heisst    eine   Asymptote    der 
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Curve ;  die  Hyperbel  besitzt  mit  Eücksiclit  auf  ihre  Symmetrie  gegen 
die  von  uns  gewählten  Coordinatenachsen  zwei  Asymptoten ,  die  sich 
im  Mittelpunkte  schneiden.  Die  Gleichungen  dieser  Asymptoten  sind : 


13) 


2/  =  -j X  und  y  = 


In  Fig.  30  ist  eine  Hy- 
perbel mit  den  Asymptoten  LL 
und  L'  L'  dargestellt.  Die  Ge- 
rade A A^=2a  führt  den  Na- 
men Hauptachse;  die  durch 
den  Mittelpunkt  senkrecht  zur 
Hauptachse  gelegte  Gerade  YY 
wird  die  Nebenachse  ge- 
nannt. Unter  Länge  der  Ne- 
benachse versteht  man  das  Doppelte  derjenigen  Grösse,  die  wir  mit 
&  bezeichnet  haben.  Diese  Länge  kann  durch  eine  Gerade  DE=D'JE' 
dargestellt  werden,  welche  mau  durch  einen  Achsenscheitel  parallel 
zur  Nebenachse  zwischen  den  Asymptoten  legt.  Nach  den  Gleich- 
ungen der  Asymptoten  ist  nämlich,  wenn  wir  L  B  CA  oder  die  Hälfte 
des  sogenannten  Asymptotenwinkels  D  CE  mit  y  bezeichnen, 


tan  r  =  — , 
a 


14) 
und  hieraus  folgt: 

DÄ  =  a.fany  —  l),  slso  DE  =  2'b. 

Von  DE  oder  D' E'  aus  wird  diese  Länge  leicht  auf  die  Nebenachse 
nach  BB'  übertragen.  Zu  bemerken  ist  dabei,  dass  eine  Ellipse  mit 
denselben  Halbachsen  a  und  &  in  das  zu  dieser  Construction  benutzte 
Eechteck  BEE' B'  völlig  eingeschlossen  sein  würde. 

Die  Relation  a'^b,  welche  bei  der  Ellipse  Geltung  fand, 
kommt  für  die  Hyperbel  in  Wegfall.  Es  ergiebt  sich  diese  Wahr- 
nehmung unmittelbar  aus  der  Gleichung  11),  wonach  a'^p,  wenn 
{•'-  <^  2 ,  dagegen  a  <C  p^  wenn  £-  ^  2.  Da  nun  h  immer  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  a  und  p  darstellt ,  so  muss  im  ersteren 
Falle  auch  a  '^  h  und  im  letzteren  a  <^l)  sein.  Sobald  s^  =  2,  oder 
£  =  j/2 ,  werden  a ,  1)  und  j9  unter  sich  gleich ;  die  Hyperbel  wird 
dann  eine  gleichseitige  genannt.  Aus  Nr.  14)  folgt  ohne  Schwie- 
rigkeit, dass  der  Asymptotenwinkel  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
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ein  rechter  sein  muss ,  während  er  für  a  >  &  spitz  und  für  a  <C.  h 
stumpf  ist. 

Was  die  übrigen  für  die  beständigen  Grössen  der  Ellipse  auf- 
gestellten Beziehungen  betrifft ,   so  zeigen  zunächst  die  Gleichungen 

10)  und  11),  dass  die  Formel 

c 

a 

auch  für  die  Hyperbel  Anwendung  findet.  Hiermit  krjnnen  aber  zu- 
gleich die  daraus  gezogenen  Folgerungen  übertragen  werden.  Nur 
Nr.  9)  erleidet  eine  Aendefung,  indem  die  Verbindung  von  6)  und 

11)  zu  dem  Eesultate 

hinführt ,  woraus  mit  Einsetzung  des  Werthes  von  £  und  geänderter 
Ordnung  der  Glieder  die  Eelation 

15)  c2  =  a^  +  &2 

hergeleitet  wird.  CD  =  CE  in  Fig.  30  ist  daher  identisch  mit  dem 
Abstände  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkte. 

In  gleicher  Weise  wie  bei  der  Ellipse  gelangen  wir  aiich  bei 
der  Hyperbel  zu  zwei  Leitlinien  und  zwei  Brennpunkten ,  von  denen 
Fig.  31.  wieder  die  auf  derselben  Seite  der 

Nebenachse  gelegenen  einander  zu- 
geordnet sind.  In  Fig.  31  sind  diese 
beiden  Leitlinien  durch  D^^  D^  und 
1)2^2  dargestellt,  mit  den  zugeord- 
neten Brennpunkten  F^^  und  i^g- 
Bezeichnen  wir  mit  £  die  Charakte- 
ristik oder  numerische  Excentricität, 
so  folgt  aus  einer  ähnlichen  Rechnung,  wie  die  zu  Fig.  29  bei  Unter- 
suchung der  Brennstrahlen  der  Ellipse  angestellte , 

F2P-F,P=s  .E,E,, 

F.^P-F^P  =  2a. 

Dies  giebt  den  zur  Construction  der  Hyperbel  brauchbaren  Lehrsatz : 
Für  jeden  Hyperbelpunkt  ist  die  Differenz  der  beiden 
Brennstrahlen  unveränderlich  gleich  der  Hauptachse. 
Die  zwischen  der  Ellipse  und  Hyperbel  stattfindenden  Ana- 
logien können  analytisch   auf  die  Zusammenstellung  ihrer  Gleich- 


und  hieraus : 
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ungen  7)  und  12)  zurückgeführt  werden.  Beide  werden  identisch, 
sobald  man  die  elliiotische  Halbachse  &  in  &  }/ —  1  übergehen  lässt. 
Dadurch  ist  der  Ausspruch  gerechtfertigt:  die  Hyperbel  kann  als 
Ellipse  mit  imaginärer  kleiner  Achse  aufgefasst  werden.  Um 
endlich  noch  eine  Vergleichung  mit  der  Parabel  zu  erlangen,  muss 
man  für  alle  drei  Curven  die  Scheitelgleichung  anwenden ,  weil  in 
der  Parabel  kein  Mittelpunkt  vorhanden  ist.  Bei  Benutzung  der  Be- 
ziehungen 5)  und  11)  entsteht  aus  Nr.  7)  in  §  13  das  folgende 
System  von  Gleichungen: 

\  ^ 

16)  {  2/"  —  '^P  ^ 

I   ,f^2px  +  ^x\ 

welche  in  der  gewählten  Reihenfolge  zur  Ellipse ,  Parabel  und  Hy- 
perbel gehören.  Ellipse  und  Hyperbel  gehen  nach  dieser  Zusammen- 
stellung in  Parabel  über ,  wenn  man  a  unendlich  werden  lässt,  wo- 
nach die  Parabel  als  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  unendlich 
grosser  Achse  betrachtet  werden  kann. 

Von  dem  allgemeinen  üeberblicke  der  drei  Hauptformen  der 
Kegelschnitte  wenden  wir  uns  in  den  folgenden  Capiteln  zu  der  spe- 
ciellen  analytischen  Untersuchung  dieser  Curven.  Wir  gehen  dabei 
von  der  Parabel  aus,  die  insofern  für  die  einfachste  dieser  drei  Linien 
anzusehen  ist ,  als  ihre  Gleichung  nur  von  einer  Constanten  ab- 
hängig gemacht  werden  kann,  während  für  die  Ellipse  und  Hyperbel 
die  Einführung  von  zwei  beständigen  Grössen  nöthig  wird. 


Fünftes  Capitel. 
»ie  Parabel. 


§15. 
Die  Gleichung :  y^  =  2j)x. 

Nachdem  wir  im  vorigen  Paragraphen  imter  I.  aus  der  Gleichung 
1)  2/^  =  'i'px 

bereits  die  Hauptumrisse  der  Gestalt  für  die  dadurch  repräsentirte 
Linie  —  die  Parabel  —  hergeleitet  haben,  wollen  wir  jetzt  die 
Gleichung  anwenden ,  um  aus  ihr  Mittel  zur  geometrischen  Darstel- 
lung dieser  Curve  zu  gewinnen. 

I.  Wird  Nr.  1)  in  eine  stetige  Proportion  aufgelöst,  so  erscheint 
y  als  mittlere  Proportionale  zwischen  2jp  und  r»,  oder  auch  zwischen 
j?  und  '2x.  Jede  Construction ,  diirch  welche  die  mittlere  Propor- 
tionale zweier  Strecken  gefunden  wird,  ist  daher  brauchbar,  um  be- 
liebig viele  Punkte  einer  Parabel  zu  erlangen,  deren  Achse,  Scheitel 
imd  Parameter  gegeben  sind.  Trägt  man  z.  B.  aus  dem  Scheitel  A 
Y\ff.  32.  (Fig-  32)   die  Abscisse   AM  auf  der 

Achse  rückwärts  nach  AT ^  macht 
MN  =■  j)  und  construirt  über  dem 
Durchmesser  T  N  =  2  x  -\-  p  einen 
Halbkreis,  so  wird  die  Ordinate  MP 
in  einem  Parabelpunkte  P  geschnitten, 
X  weil  nach  einem  bekannten  Satze  IIP 
die  mittlere  Proportionale  zwischen 
TJf  und  MN,  d.  i.  zwischen  2x  und  j9  bildet.  Die  besondere  Auf- 
tragung der  Strecke  MN  kann  hierbei  noch  erspart  werden,  wenn 
man  beachtet,  dass  der  Mittelpunkt  F  des  beschriebenen  Halbkreises 


^ 

,.--- 

■-// 

^ 

N 

T           A 

[f       ,] 

/ 

N      ' 
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den  Brennpunkt  der  Parabel  abgiebt.  Der  Construction  zufolge  ist 
nämlicli 

folglich ,  da  TÄ  =  x , 

Dieser _Werth  ist  aber  nach  §  14  Nr.  1)  mit  dem  Abstände  des  Brenn- 
punktes vom  Scheitel  identisch.  —  Das  angegebene  Verfahren  em- 
pfiehlt sich  namentlich  insofern,  als  sich  später  zeigen  wird,  dass 
dabei  gleichzeitig  in  TP  und  PN  die  Tangente  und  Normale  des 
Parabelpunktes  P  zum  Vorschein  kommen. 

II.  Liegt  ein  Punkt  auf  zwei  Geraden ,  für  welche  die  Gleich- 
ungen 

2)  y  =  Ä^x 

o)  y  =  ^^ 

gegeben  sind,  so  gilt  für  seine  Coordinaten  auch  die  aus  Multipli- 
cation  von  2)  und  3)  entstehende  Gleichung : 

r  =  2j;a:; 
er  ist  also  ein  Parabelpunkt.  Hierbei  gehört ,  da  Ä^  aus  der  Rech- 
nung fällt ,  die  Gleichung  2)  einer  in  beliebiger  Richtung  durch  den 
Coordinatenanfang  gelegten  Geraden  an,  Nr.  3)  dagegen  einer  Pa- 
rallelen zur  a;- Achse  durch  denjenigen  Punkt  einer  im  Scheitel  auf 
der  ersteren  Geraden  errichteten  Senkrechten ,  für  welchen  x  =  —  2p 
ist.  Letzteres  folgt  aus  der  Bemerkung ,  dass  die  Gleichung  3)  auch 
in  der  Form 

geschrieben  werden  kann.  —  Hierauf  gründet  sich  die  folgende  Con- 
struction : 

Im  Abstände  ÄC  =^  2p  vom  Scheitel 
(Fig.  33)  errichte  man  die  feste  Gerade  CD 
senkrecht  zur  Achse,  Wird  dann  durch  den 
Scheitel  Ä  die  Gerade  J.P  in  beliebiger  Rich- 
tung gelegt ,  hierauf  das  Perpendikel  Ä  JSf  ge- 
fällt und  zuletzt  JVP  parallel  zur  Achse  J.Xge-      ,  , 

zogen ,  so  liegt  der  Punkt  P  auf  der  Parabel.     ^       -^ 

III.  Da  im  §  14  die  Gleichung  der  Parabel  aus  der  Eigenschaft 
abgeleitet  wurde,  dass  jeder  Parabelpunkt  gleiche  Entfernung  von 


Fig.  33. 

fj 

V 

B 

1           ^^ 
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dem  Brenupunkte  und  der  Leitlinie  besitzt ,  so  kann  selbstverständ- 
lich ancli  von  jener  Gleichung  auf  diese  Eigenschaft  zurückgegangen 
werden.  Man  gelangt  hierzu,  wenn  man  die  Gleichung  1)  in  der  Form 

schreibt,  woraus  dann  das  Resultat 

hervorgeht.  Der  linker  Hand  befindliche  Werth  giebt  das  Quadrat 
der  Entfernung  des  Punktes  xy  von  einem  festen  Punkte  mit  den 

Coordinaten  -^  und  0,  d.  i.  vom  Brennpunkte;  rechter  Hand  befindet 

sich  das  Quadrat  der  Entfernung  desselben  Punktes  von  einer  um 

die  Strecke  -^  rückwärts  von  der  2/ -Achse  gelegenen  Geraden,  d.  i. 

von  der  Directrix.  Die  auf  die  Gleichheit  dieser  Entfernungen  sich 
gründende  Construction  von  Parabelpunkten  kann ,  da  sie  durchaus 
keine  Schwierigkeit  darbietet,  der  Selbstübung  des  Lesers  überlassen 
bleiben. 

Die  im  Vorigen  angewendeten  Umformungen  können  auch  auf 
den  Fall  übertragen  werden ,  wo  die  Entfernungen  eines  Punktes  von 
Brennpunkt  und  Leitlinie  ungleich  sind ,  er  also  nicht  auf  der  Pa- 
rabel gelegen  ist.    Von  den  hierbei  möglichen  zwei  Fällen 


(._l)V,.>(.+iy 


gehört  ofi'enbar  der  erstere  einem  Punkte  an,  welcher  ausserhalb  des 
von  der  Parabel  umschlossenen  unendlichen  Raumes  gelegen  ist,  weil 
die  Entfernung  eines  solchen  Punktes  vom  Brennpunkte  bei  gleicher 
Abscisse,  also  auch  gleicher  Entfernung  von  der  Directrix  grösser 
als  der  Abstand  des  entsprechenden  Parabelpunktes  vom  Brennpunkte 
sein  muss.  Der  zweite  Fall  bezieht  sich  in  gleicher  Weise  auf  einen 
innerhalb  der  Parabel  gelegenen  Punkt.  Hieraus  folgt,  dass  durch 
die  Ungleichung 

4)  %f^2iox 

diejenigen  Punkte  bezeichnet  werden,  welche  ausserhalb  der  Parabel- 
fläche liegen*,  während  die  Ungleichung 


*  Für  den  Fall  eines  negativen  a;,  welchem  imaginäre  Parabelpunkte 
entsprechen,  ist  die  Giltigkeit  der  Ungleichung  4)  selbstverständlich. 


Cap.  V.  —  §  15.    Die  Gleichung:  iß  =  tpx.  93 

5)  y'^  <  2]}  X 

Punkten  innerhalb  der  Parabelfläche  angehört. 

Die  Beziehung  der  Lage  von  Parabelpunkten  auf  den  Brenn- 
punkt und  die  zugehörige  Leitlinie  führt  noch  zu  der  Frage ,  ob  viel- 
leicht, wie  bei  Ellipse  und  Hyperbel ,  mehr  als  ein  Brennpunkt  vor- 
handen ist.  Wir  gehen  bei  Beantwortung  dieser  Frage  von  der  bei 
Entstehung  der  Kegelschnitte  zu  Grunde  gelegten  Begriffsbestim- 
niu.ng  aus ,  dass  wir  unter  Brennpunkt  einer  Curve  einen  in  ihrer 
Ebene  gelegeneu  Punkt  verstehen^  der  im  Vereine  mit  einer  zuge- 
ordneten Geraden  (Directrix)  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Ent- 
fernungen jedes  Curvenpunktes  von  diesem  festen  Punkte  und  der 
zugehörigen  Directrix  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  Coordinaten  dieses  Brennpunktes  mit  ^  und  ri 
und  setzen  für  die  Gleichung  der  Leitlinie 

y  =  Ax-^  b, 

so  muss  nach  der  angegebenen  Fundamentaleigenschaft  die  Gleich- 
ung der  Curve  die  Form 

-y-{Äx  +  h)r' 

-    VT+Ä'    _ 

annehmen  können ,  wobei  £  einen  unveränderlichen  Factor  ausdrückt 
[vgl.  §  3  Nr.  1)  und  §  6  Nr.  7)].  Werden  hierin  statt  ^,  &  und  £ 
zur  Abkürzung  drei  neue  Constanten  «,  ^,  y  eingeführt,  für  welche 
die  Relationen 

As  o  ^  ^f 


(^-§)^  +  (2/-^/?=^^ 


y\  +  A'         y\  +  A^  y]  JrA' , 

giltig   sind ,    so   erlangt  die  Curve  mit  dem   Brennpunkte  ^  r]  die 
Gleichung : 

6)  {x--^fJr{y-vf^iSix  +  ßy  +  yf^ 

oder,  wenn  man  die  darin  angedeuteten  Operationen  ausführt  und 
nach  Potenzen  der  Variabein  x  und  y  ordnet , 

7)  ^2{:^^ay)x-2{r^  +  ßy)y 


*  Die  Gleichung  6),  in  welcher  cc,  ß,  y  beliebige  Constanten  dar- 
stellen, lässt  die  Deutung  zu,  dass  der  Brennstrahl  eine  lineare  Function 
der  Coordinaten  x  und  y  darzustellen  habe. 
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Die  Form  dieser  Gleichung  führt  uus  zu  der  aus  der  Entstehung  der 
Kegelschnitte  bereits  ersichtlichen  Bemerkung  zurück ,  dass  Brenn- 
punkte nur  bei  Linien  zweiten  Grades  vorkommen  können.  Soll  nun 
eine  solche  Linie  zur  Parabel  werden ,  so  muss  Nr.  7)  in 

übergehen.  Hierzu  sind  die  folgenden  Bedingungen  nöthig  und  aus- 
reichend : 

welche ,  da  mit  Eücksicht  auf  die  beiden  ersten  dieser  Eesultate 

sein  muss,  sich  auf 

0^  =  1,  ■»;=  0  und  ^^  =  j/^ 

reduciren.  Die  Eelation  i^  =  0  zeigt ,  dass  Brennpunkte  nur  in  der 
Achse  der  Parabel  gelegen  sein  können.  —  Mit  Einsetzung  der  vor- 
hergehenden Werthe  entsteht  aus  Nr.  7) 

,f  =  2{l  +  ^y)x 

als  Gleichung  einer  Parabel,  für  welche 

'^-\-ciy=p. 

Wird  diese  letzte  Bedingung  mit  den  oben  aufgestellten  vereinigt, 
so  gelangt  man  nach  Elimination  von  ß  und  y  zu  dem  Eesultate : 

p{p-2-i)  =  0. 

Dieser  Gleichung  kann  aber  in  einer  Parabel,  deren  Halbparameter 
p  von  Null  verschieden  ist ,  nur  genügt  werden ,  wenja 

Die  Parabel  besitzt  demnach  nur  einen  Brennpunkt,  nämlich  den 

p 
auf  der  Achse  im  Abstände  -^  vom  Scheitel  gelegenen. 

§16. 

Die  Parabel  und  die  Gerade. 

Legen  wir  den  folgenden  Untersuchungen  die  Gleichung  der 
Parabel  wieder  in  der  Form 
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1)  •  f^2^x 

zu  Grunde ,  so  ist  dabei  in  Uebereinstimmung  mit  den  vorhergelien- 
den  Betrachtungen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensysteni  voraus- 
gesetzt, dessen  a;- Achse  mit  der  Parabelachse  zusammenfällt 
und  "dessen  Anfangspunkt  im  Scheitel  gelegen  ist.  Was  die  hier- 
bei angenommene  ^- Achse  betrifft,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  ihre 
Gleichung 

mit  der  oben  für  die  Parabel  gegebenen  verbinden,  die  Gleichung 

2/^  =  0, 

welche  zwei  gleiche  Wurzeln2/=^0  besitzt.  Der  Coordinaten- 
anfang,  soweit  er  gleichzeitig  auf  der  ^/-Achse  iind  Parabel  liegt,  ist 
daher  so  anzusehen,  als  wenn  er  aus  zwei  zusammenfallenden 
Punkten  bestände,  in  denen  zugleich  beide  Linien  zusammenfallen. 
Hiermit  gewinnt  die  ?/- Achse  den  Charakter  einer  Tangente;  wir 
wollen  ihr  den  Namen  Scheiteltangente  geben. 

Gehen  wir  nach  dieser  Vorbemerkung  zu  den  möglichen  Lagen 
einer  beliebigen  Geraden  gegen  die  Parabel  über,  so  soll  erstere 
durch  die  Gleichung 

2)  y  =  Ax-\-'b 

fixirt  sein.  Für  etwa  vorhandene  gemeinschaftliche  Punkte  beider 
Linien  gelten  dann  die  beiden  Gleichungen  1)  und  2),  aus  denen, 
wenn  man  x  eliminirt ,  welches  in  beiden  Gleichungen  nur  in 
der  ersten  Potenz  auftritt,  für  die  Ordinaten  dieser  Punkte  das 
Resultat 

3)  A%f-'linJ^-2^b^  =  ^ 

entsteht.  Die  zugehörigen  x  finden  sich  ebensowohl  aus  Nr.  1)  als 
aus  2). 

Rücksichtlich  der  Gleichung  3)  müssen  wir  die  beiden  Fälle 
unterscheiden,  ob  ^  =  0  oder  von  Null  verschieden  ist,  d.  h. 
ob  die  Gerade  der  Parabelachse  parallel  läuft  oder  sie  schnei- 
det. Im  ersteren  Falle  giebt  die  Gleichung,  weil  sie  in  Be- 
ziehung auf  y  dem  ersten  Grade  angehört,  nur  eine  Wurzel, 
woraus  das  Resultat  folgt,  dass  jede  der  Parabelachse 
parallele  Gerade  die  Parabel  in  einem  Punkte  schnei- 
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dat.*  Ist  dagegen  Ä  von  Nnll  verschieden,  so  behält  Nr.  3)  ihre 
quadratische  Form  und  es  ist  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  aus 
der  Discriminante 

abzuleiten,  welche  auch  in  der  Form 


J  =  2p[^-A,) 


geschrieben  werden  kann.  Da  hierin  der  Parameter  2p  immer  einen 
entschieden  positiven  Werth  besitzt,  so  hängt  das  Vorzeichen  die- 
ser Discriminante,  also  auch  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  und 
hiei'mit  die  gegenseitige  Lage  der  Parabel  und  der  Geraden  von 
dem  Vorzeichen  der  Differenz 

ab.  Je  nachdem  diese  Differenz  positiv,  gleich  Null  oder  negativ 
ist,  haben  die  beiden  Linien  zwei  verschiedene,  einen  oder  besser 
gesagt  zwei  zusammenfallende  Punkte  und  endlich  keinen  Punkt  ge- 
mein. Im  ersteren  Falle  ist  also  die  Gerade  Secante,  im  zweiten 
Tangente ,  im  dritten  liegt  sie  mit  allen  ihren  Punkten  ausserhalb 
der  Parabel. 

Zur  geometrischen  Deuttmg  dieser  Merkmale  projicire  man  den 
Brennpunkt  rechtwinklig  auf  die  Gerade.  Die  Gleichung  der  Pro- 
jicirenden  lautet  nach  Nr.  6)  in  §  6 : 


y 


-'    AV       2)' 


*  Bringt  man  das  aus  Nr.  3)  folgende  Resultat 


p  +  yp  (p  —  2Ab) 


durch  Multiplication  von  Zähler  und  Nenner  mit  p  4-  Yp  (p—2Ab)  und 
nachfolgende  Hebung  von  A  in  die  Form 

21  p 


P  +yp(p  —  2Ab) 

so  umfasst  es  auch  den  Fall  A  —  0,  und  es  lallt  dabei,  da  die  Wurzel 
mit  dem  obern  Vorzeichen  unendlich  wird ,  der  eine  Dm-chschnittspunkt 
in  die  Unendlichkeit.  Diese  Bemerkung  ist  für  die  Vergleichung  von 
Parabel  und  Ellipse  nicht  ohne  Wichtigkeit, 
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und  man  erliält  hieraus  in  Verbindung  mit  der  obigen  Gleichung 
Nr.  2)  für  die  Abscisse  der  Brennpanktsprojection: 

a;=(^|--4&):(l  +  ^^). 

Da  der  Divisor  dieses  Werthes  stets  positiv  ist ,  so  hat  die  Diflferenz 

n 

~j  —  Ah  mit  dem  gefundenen  x  gleiches  Vorzeichen ,  und  es  ergiebt 

sich  hieraus  das  folgende  Merkmal:  Eine  Gerade  ist  Tangente 
der  Parabel,  sobald  die  Projection  des  Brennpunktes 
aufdie  Gerade  in  der  Scheiteltangente  liegt.  Bei  jeder 
anderen  Lage  ist  die  Gerade  Secante  oder  hat  keinen 
Punkt  mit  der  Parabel  gemein,  je  nachdem  die  Brenn- 
punktsprojection  von  der  Scheiteltangente  aus  auf  die 
Seite  der  Parabel  oder  die  entgegengesetzte  Seite 
fällt.  Besonders  wichtig  ist  von  diesen  drei  Fällen  der  auf  Tan- 
genten bezügliche ,  indem  er  dazu  beniitzt  werden  kann ,  um  bei 
gegebenem  Brennpunkte  alle  auf  Parabeltangenten  bezügliche  Auf- 
gaben geometrisch  zu  lösen. 

Wir  wenden  uns  zur  analytischen  Behandlung  solcher  Aufgaben, 
wobei  wir  das  Kennzeichen  festzuhalten  haben,  dass  jede  Gerade, 
deren  Constanten  die  Bedingung 

oder 

4)  i^  =  2Ah 

erfüllen,  eine  Tangente  darstellt. 

Aus  Nr.  4)  folgt  zunächst,  wenn  die  Richtung  einer  zu  ziehen- 
den Tangente  gegeben  ist, 

2A 

und  hieraus  für  die  Gleichung  der  Berührungsliuie  selbst: 

5)  y  =  Äx-\-^. 

Dieses  Resultat  zeigt,  dass  in  gegebener  Richtung  stets  nur  eine 
Parabeltangente  gelegt  werden  kann,    und  führt  bei  Construction 

der  Grösse  ^—  oder  -^ :  A  auf  das  oben  für  Tangenten  festgesetzte 

Anal.  Greom.   I,  7 
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Merkmal  zurück.  Auszuschliessen  ist  jedoch  der  Fall  A  =  0^  iii 
welchera  die  Tangente  in  die  Unendliclikeit  fällt. 

Soll  ferner  eine  Gerade  y  =  Äx-\-  l  die  Parabel  berühren  und 
dabei  durch  einen  fe steu Punkt  rK^ 2/1  hindurchgehen,  so  hat  man  zur 
Bestimmung  der  beständigen  Grössen  Ä  und  h  die  beiden  Beding- 
ungen : 

2)  =  2Ah,     y^  =  Ax^-\-l). 

Hieraus  entsteht,  wenn  man  &  eliminirt,  zur  Berechnung  der 
Grösse  A ,  für  welche  die  Bedingung  J.  =  0  bereits  ausgeschlossen 
ist,  die  Gleichung: 

6)  2Ä^x^-2Ay^-\-2-)  =  (). 

Die  zugehörigen  h  ergeben  sich  aus: 

Mit  Rücksicht  auf  die  quadratische  Form  von  Nr.  6)  folgt,  dass 
durch  den  Punkt  x^y^  zwei  Tangenten,  eine  oder  keine  mög- 
lich sind,  je  nachdem 

2/1-  =2^;.«^, 

was  mit  Rücksieht  auf  die  Gleichung  der  Parabel  in  Verbindung  mit 
den  Ungleichungen  4)  und  5)  des  vorigen  Paragraphen  darauf  hin- 
auskommt, ob  der  gegebene  Punkt  ausserhalb  der  Parabelfläche, 
auf  der  Peripherie  oder  innerhalb  gelegen  ist. 

Soll  der  Punkt  x^  y^  Berührungspunkt  sein,  so  findet  die 
Gleichung : 

8)  y^-==2px^ 

statt.  Wird  nun  Nr.  6)  mit  p  miiltiplicirt ,  so  entsteht 'mit  Benutz- 
img von  8) 

A^y^-2Apy,+i^^0, 

und  hieraus  folg-t: 

9)  A^'l-. 

Vi 

Für  die  Constante  h  ergiebt  sich  aus  Nr.  7) ,  wenn  man  den  gefun- 
denen Werth  von  A  einsetzt, 

10)  i  =  %. 


Cap.  V.  —  §  16.  Die  Parabel  und  die  Gerade.  99 

und  man  erhält  durch  Substitution  dieser  Werthe  von  Ä  und  h  iu 
die  Gleichimg  der  Geraden  bei  Beachtung  von  Nr.  8)  als  Gleich- 
ung einer  Tangente  mit  dem  Berührungspunkte  rc^^/i- 

11)  yiy=p{x  +  x^). 

Setzt  man  hierin  ?/  =  0,  so  folgt  für  die  Abscisse  a  desjenigen 
Punktes ,  iu  welchem  die  Tangente  die  Parabelachse  sehneidet, 

12)  a  =  —  x^. 

Dieser  letzte  Werth  ist  besonders  geeignet,  um  bei  gegebenem  Be- 
rührungspunkte die  Tangente  zii  construiren. 

Soll  z.  B.  die  Parabel  im  Punkte  P  pig  34, 

(Fig.  34)  von  einer  Geraden  berührt 
werden,  so  hat  man  nur,  wenn  MP 
die  Ordinate  dieses  Punktes  darstellt, 
TÄ=ÄM zxi  machen  und  TP  zu  ziehen, 
um  die  Tangente  zu  erhalten.  Nach  den 
zu  Fig.  32  gemachten  Bemerkungen  ist 
hierbei  TF^FP,  folglich  sind  auch  die  Winkel  PTi^  und  TPF 
einander  gleich.  Dies  giebt  den  Satz:  Die  Tangente  an  einem 
Parabelpunkte  bildet  mit  der  Parabelachse  denselben 
Winkel,  wie  mit  dem  Brennstrahle  jenes  Punktes.* 
Legt  man  ferner  PB  parallel  zur  Achse,  so  sind  nach  dem  Vorigen 
auch  die  Winkel  T^PB  und  TPF  einander  gleich.  Hierauf  beruhen 
die  physikalischen  Eigenschaften  des  Parabelbreunpunktes.** 

Ist  Xj^y^  ein  ausserhalb  der  Parabel  gelegener  Punkt,  von  wel- 
chem aus  zwei  Taugenten  gezogen  werden  können,  so  lässt  sich 
durch  ein  ganz  ähnliches  Eäsonnement,  wie  das  zur  Herleitung  der 
Gleichung  3)  in  §  10  angewendete,  nachweisen,  dass  für  diesen 
Fall  Nr.  11)  die  Gleichung  der  Berührungssehne  darstellt.  Be- 
zeichnet man  nämlich  die  Coordinaten  eines  der  beiden  Berührungs- 
punkte mit  X  und  ^,   so  findet,   da  x^  und  y^  einem  Pvmkte  ange- 


*  Aualytiücli  kann  dieses  Resultat  durch  Vergleichung  der  Rich- 
tungsconstanten  der  Geraden  li  P  und  TP  bestätigt  werden. 

**  In  einem  Hohlspiegel,  dessen  spiegelnde  Fläche  durch  Rotation 
einer  Parabel  um  ihre  Achse  gebildet  ist,  werden  Licht-  oder  Wärme- 
strahlen, die  parallel  zur  Achse  einfallen,  im  Brennpunkte  vereinigt. 
Umgekehrt  werden  solche  Strahlen,  wenn  sie  vom  Brennpunkte  aus- 
gehen, in  einer  mit  der  Achse  parallelen  Richtung  reflectirt. 

17* 
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hören,  welcher  in  der  durch  xy  gehenden  Tangente  gelegen  ist, 
zwischen  ä,  a;^,  y  und  y^  nach  11)  die  Eelation 

13)  yxy=vip-\-oc^ 

statt ,  wobei  nur  x  und  x^ ,  y  und  y^  ihre  Bedeutungen  vertauscht 
haben.  Ganz  Gleiches  gilt  auch  für  den  zweiten  Berührungspunkt; 
folglich  ist  die  Gleichung  13) ,  welche  als  Gleichung  ersten  Grades 
zweien  mit  xy  bezeichneten  Punkten  Genüge  leistet,  der  Verbindungs- 
geraden dieser  beiden  Punkte  angehörig.  Hiernach  ist  es  leicht,  die 
Berührungssehne  zu  consti'uiren.  Man  findet ,  wie  bei  der  Tangente, 
für  die  Abscisse  ihres  Durchschnittspunktes  mit  der  Parabelachse 

wodurch  einer  ihrer  Piinkte  bestimmt  ist ;  ferner  für  ihre  Eichtungs- 
constante 

Vi 
d.  h.  mit  Eücksicht  auf  Nr.  9) :    sie  läuft  mit  der  Tangente  eines 
Parabelpunktes  parallel ,  dessen  Ordinate  mit  y^  gleich  ist. 

Normalen  der  Parabel.  Eine  im  Parabelpuukte  X-^y^  er- 
richtete Normale  hat,  weil  sie  auf  der  Tangente  dieses  Punktes  senk- 
recht, steht,  nach  Nr.  6  in  §  6  die  Gleichungsform: 

-  2/  —  2/i  =  —  j;  («  —  a^i)> 

wobei  A  die  der  Tangente  zugehörige  Eichtungsconstante  bezeichnet. 
Mit  Substitution  des  in  Nr.  9)  gegebenen  Werthes  von  A  erhält  man 
hieraus  als  Gleichung  der  Normale: 

14)  y-yi  =  -j{x-^i)-  '■ 

Setzt  man  hierin  2/  =  0,  so  ergiebt  sieh  für  die  Abscisse  |  des 
Durchschnittspunktes  der  Normale  und  Parabelachse  das  Eesultat: 

15)  '^  —  x^=]). 

Die  Differenz  |  —  a?j^ ,  d.  i.  die  auf  der  Achse  zwischen  dem  Fuss- 
punkte  der  Ordinate  und  dem  Einfallspunkte  der  Normale  enthaltene 
Strecke  führt  den  Namen  Sub normale. *   Mit  Einführung  dieser 


*  In  ähnlicher  Weise  wird  die  zwischen  dem  Einfallspunkte  der 
Tangente  und  dem  Fusspunkte  der  Ordinate  auf  der  Achse  gelegene 
Strecke  Subtangente  genannt.  Ihre  Grösse  ist  in  der  Parabel  nach 
Nr.  12)  gleich  der  dojjpelten  Abscisse  des  Berührungspunktes. 
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Benennung  entstellt  ans  Nr.  15)  der  Satz:  Die  Subnormale 
jedes  Parabelpnnktes  ist  beständig  gleicb  dem  Halb- 
paranieter. 

Ans  der  Grleichheit  der  Winkel,  welche  eine  Parabeltangente 
mit  Brennstrahl  und  Achse  einschliesst ,  kann  noch  auf  einfache 
Weise  das  Resultat  hergeleitet  werden ,  dass  die  gleiche  Eigenschaft 
auch  füi-  die  Normale  Geltung  besitzt. 


§  17. 
Fortsetzungf, 

Durchmesser  der  Parabel.  Wenn  man  die  in  Nr.  3) 
des  vorhergehenden  Paragraphen  fiii-  die  Ordinaten  der  gemein- 
schaftlichen Punkte  einer  Parabel  und  einer  Geraden  aufgestellte 
Gleichung  durch  A  dividirt ,  so  kann  diese  Gleichung  auf  die  Form 

1)  ,._2f.  +  ?^^  =  0 

gebracht  werden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  A  von  Null  ver- 
schieden ist,  d.  h.  dass  die  Gerade  nicht  mit  der  Parabelachse  pa- 
rallel läuft.  Der  ausgeschlossene  Fall  ist  also  der,  wo  die  Gerade 
nur  einen  Punkt  mit  der  Parabel  gemein  haben  kann. 

Angenommen  nun,  die  Gerade  schneide  die  Parabel  in  zwei 
Punkten ,  so  wollen  wir  mit  y^  und  y^  ^^^  Ordinaten  dieser  beiden 
Durchschnittspunkte  bezeichnen.  Dann  folgt  aus  1)  nach  dem  alge- 
braischen Lehrsatze  über  die  Summe  der  Wiirzeln  einer  quadratischen 
Gleichung : 

2  A' 

Der  linker  Hand  befindliche  Werth  drückt  hier  die  Ordinate  des 
Mittelpunktes  der  auf  der  Geraden  abgeschnittenen  Parabelsehne 
aus.  Bezeichnen  wir  diese  Ordinate  mit  y ,  so  gilt  für  die  Sehnen- 
mitte die  Gleichung: 

2)  .  =  f. 

Da  diese  Gleichung  den  Ort  der  Sehnenmitte  nur  von  der  Richtung 
der  Sehne  (mittelst  der  Constanten  A)  abhängig  macht ,  so  gilt  sie 
zugleich  füi'  die  Mittelpunkte  aller  mit  der  untersuchten  Geraden 
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parallelen  Sehnen  und  giebt  als  geometrischen  Ort  dieser  Punkte 
eine  znr  Parabelachse  parallele  Gerade.  So  entsteht  der  Lehrsatz : 
In  der  Parabel  liegen  die  Mitten  paralleler  Sehnen  in 
einer  zur  Achse  parallelen  Geraden,  oder,  insofern  man 
einer  Linie  den  Namen  Durchmesser  einer  Curve  giebt ,  wenn 
sie  die  Eigenschaft  besitzt ,  ein  System  paralleler  Sehnen  zu  halbiren : 
Alle  Parabeldurchmesser. laufen  mit  der  Achse  parallel. 
Der  Abstand  eines  solchen  Durchmessers  von  der  Achse  ergiebt  sich, 
wenn  die  Richtung  der  Sehnen  gegeben  ist,  aus  der  Gleichung  2). 
Durch  ümkehrung  des  Satzes  folgt  hieraus ,  dass  eine  in  der  Ent- 
fernung y  gezogene  Parallele  zur  Parabelachse  den  Durchmesser  aller 
derjenigen  Sehnen  darstellt,  welche  die  Richtungsconstante 

3)  A^'^ 

y 

besitzen.  Die  Uebereinstimmung  dieser  letzten  Gleichung  mit  Nr.  9) 
des  vorhergehenden  Paragraphen  zeigt  zugleich,  dass  die  zugehöri- 
gen Sehnen  gleiche  Richtung  mit  derjenigen  Geraden  haben ,  welche 
die  Parabel  in  ihrem  Durchschnittspunkte  mit  dem  Dvirchmesser 
tangirt. 

Die  soeben  gefundenen  Eigenschaften  gewähren  die  Mittel ,  in 
einer  gegebenen  Parabel  die  Lage  der  Achse ,  des  Brennpunktes  und 
somit  auch  der  Directrix  ausfindig  zu  machen.  Mittelst  zweier  pa- 
rallelen Sehnen  kann  man  nämlich  einen  Durchmesser  und  eine 
Tangente  construiren;  mit  Hülfe  der  letzteren  erhält  man  aber  eine 
den  Brennpunkt  enthaltende  Gerade  durch  Anwendung  des  Satzes, 
dass*  jede  Parabeltaugente  gleiche  Winkel  mit  dem  Brenustrahle 
ihres  Berührungspunktes  und  einer  Parallelen  zur  Achse  einschliesst. 
Wird  dieselbe  Construction  an  einem  zweiten  Paare  paralleler  Seh- 
nen wiederholt,  so  lässt  sich  hierdurch  der  Brennpunkt  und  aus 
diesem  die  Achse  and  die  Directrix  vollständig  bestimmen.  Uebri- 
gens  findet  man  auch  die  Achse  bereits  mittelst  eines  Durchmes- 
sers ohne  Vermittelung  einer  Tangente,  wenn  man  beachtet,  dass 
eine  zu  diesem  Durchmesser  senkrecht  gelegte  Sehne  auch  senkrecht 
zur  Achse  liegt  und  von  derselben  halbirt  wird. 

Ein  Parabeldurchmesser  und  die  Tangente  des  in  ihm  gelegeneu 
Parabelpunktes  bilden  ein  System  zusammengehöriger  Linien,  für 
welches  die  Parabelachse  und  Scheiteltangente  den  speciellen  Fall 
der  senkrechten  Lage  beider  Geraden  darstellen.    Wählt  man  daher 
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zwei  Gerade  der  erstgenanuteu  Art  zur  x-  und  ?/- Achse  eines  schief- 
winkligen Coordinatensystems ,  so  muss  die  für  dieses  System  gel- 
tende Grleichung    der  Parabel   die    Scheitel-  Yv^.  35. 
gleichung  als  besonderen  Fall  in  sich  schlies-  y 
sen.    Mit  Anwendung  der  in  §  4  aufgestellten                          /^ 
Transformationsformeln  kann  man  rückwärts                     /^ 

von  der  Scheitelgieichuug  zu  jener  allgemei-  (lu^^ ^ 

neren  gelangen.    Wir  wollen  hierzu  den  Co-  /f  \ 

ordinateuwinkel  XOF  in  Fig.  35  mit  w  be-       /-^Vh ■'"* 

zeichnen,  und  die  auf  die  Parabelachse  A^   y 

und  den  Scheitel  bezogenen  rechtwinkligen  Coordinaten  des  neuen 

Anfangspunktes  AB^=a  und  B0  =  })  setzen.  Dann  folgt  aus  Nr.  3) 

n 

4j  tan  w  =  — 

und  aus  der  Scheitelgieichuug  der  Parabel: 

5)  li'  =  2x}a. 

Nach  Nr.  9)  in  §  4  ist  beim  Uebergange  vom  ursprünglichen  bei 
allen  früheren  Untersuchungen  augewendeten  Goordinatensysteme 
zu  dem  neuen  das  frühere  x  mit 

a  -\-  X  -\-  y  cos  m 
und  das  frühere  y  mit 

I>  -\-y  sin  CO 

zu  vertauschen ,  insofern  nämlich  die  in  §  4  angewendeten  Winkel 
a  und  ß  hier  die  Werthe  0  und  co  besitzen.  Die  Scheitelgleichung 
der  Parabel  wird  hierdurch  in  die  für  das  neue  System  geltende 
Gleichung 

(h  -\-y  sin  0))^  =  2p  (a  -j-  x-'ry  <^os  ca) 

transformirt,  welche  nach  Ausführung  der  darin  angedeuteten  Ope- 
rationen und  geänderter  Ordnung  der  Glieder  in  die  Form 

y^  sin^  0)  =  2jjÄ'  -f-  2  &  ( -- —  tan  ro  jy  cos(o-{-  (2^;  a  —  &'^) 

übergeführt  werden  kann.  Bei  Beachtung  von  Nr.  4)  und  5)  folgt 
hieraus: 

y-  sinken  =  2'px^ 

oder ,  wenn  man  beiderseitig  durch  sln^  <o  dividirt : 

6)  y^  =  2~:^X. 

Sin-'  CO 


104  Cap.  V.  —  §  18.  Die  Parabel  und  der  Kreis. 

Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  mit  der  Scheitelgleich- 
ung vollständig  überein ,  nur  dass  die  Constante  p  in  die  neue  be- 

ständige  Grösse  -7—, —  übergegangen  ist.     Alle  auf  die  Form  der 
sm"  (o 

Scheitelgleichung  gestützten  Untersuchungen  der  beiden  vorher- 
gehenden Paragraphen  können  daher ,  soweit  sie  von  der  rechtwink- 
ligen Lage  des  Coordinatensystems  unabhängig  sind,  auf  das  neue 
System  übertragen  werden. 

Wiederholt  man  z.  B.,  um  nur  einen  hierher  gehörigen  Fall  aus- 
zuheben, der  eine  constructive  Anwendung  zulässt,  die  auf  Tan- 
genten bezüglichen  Untersuchungen  in  derselben  Weise,  wie  in  §  16, 
so  kehrt  auch  die  von  der  Grösse  der  Constanten  p  und  der  recht- 
winkligen Lage  des  Coordinatensystems  unabhängige  Relation  12) 
wieder,  nach  welcher  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  und  ihr 
Durchschnittspunkt  mit  der  x  -  Achse  absolut  gleiche ,  aber  mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  versehene  Abscissen  besitzen.  Hierauf 
kann  eine  Lösung  der  Aufgabe  gegründet  werden,  von  einem  ausser- 
halb der  Parabel  befindlichen  Punkte  Tangenten  an  die  Parabel  zu 
legen.  Zieht  man  nämlich  durch  diesen  Punkt  einen  Durchmesser, 
so  läuft  die  Berührungssehne  mit  der  Tangente  des  Durchschnitts- 
punktes dieses  Durchmessers  und  der  Parabel  parallel,  und  zwar 
ebenso  weit  von  dieser  Tangente  entfernt ,  als  dieselbe  vom  gegebe- 
nen Punkte  absteht. 

§  18- 
Die  Parabel  und  der  Kreis. 

•Nach  Nr.  4)  in  §  9  kann  bei  Anwendung .  rechtwinkliger  Co- 
ordinaten  die  Gleichung  eines  jeden  Kreises  in  der  Form 

1)  x^-\-tf-2ax-2-by  +  P  =  0 

geschrieben  werden ,  wobei  a  und  &  die  Mittelpunktscoordinaten  be- 
deuten, P  aber  die  Potenz  des  Coordinatenanfangs  für  den  Kreis 
ausdrückt.  Kehren  wir  nun  zu  dem  früheren  Coordinatensysteme 
zurück,  dessen  Anfang  im  Scheitel  der  Parabel  lag  und  dessen 
X '  Achse  mit  der  Parabelachse  zusammenfiel ,  so  wollen  wir  der 
hierauf  bezogenen  Gleichung  der  Parabel  durch  ßeduction  auf  x  die 
Form 

2)  x  =  ^ 
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geben.  Für  etwa  vorliandene  gemeinscliaftliclie  Punkte  der  Parabel 
und  des  Kreises  entsteht  dann  durch  Substitution  des  Werthes  2) 
in  1) ,  wenn  man  noch  ausserdem  die  ganze  Gleichung  mit  4^^  mnl- 
tiplicirt, 

3)  2/^  +  42)  {p  -a)i/-S  hphj  +  4p''  P  =  0. 

Die  dieser  Gleichung  entsprechenden  y  sind  die  Ordinaten  der  ge- 
meinschaftlichen Punkte,  zu  denen  die  zugehörigen  Abscissen  aus  2) 
berechnet  werden  können. 

Die  Form  von  Nr.  3)  als  einer  Gleichung  vierten  Grades ,  die 
höchstens  vier  reelle  Wurzeln  besitzen  kann,  gewährt  den  Funda- 
mentalsatz: Ein  Kreis  kann  mit  einer  Parabel  höchstens 
vier  Punkte  gemein  haben.  Alle  Combinationen  von  reellen 
und  imaginären,  gleichen  und  ungleichen  Wurzeln,  die  in  einer 
Gleichung  vierten  Grades  zulässig  sind ,  gewähren  in  gleicher  Weise, 
wie  dies  bei  den  Untersuchungen  über  Parabel  und  Gerade  mit  den 
Wurzeln  einer  Gleichung  zweiten  Grades  geschehen  ist ,  bei  Anwen- 
dung auf  Nr.  3)  die  möglichen  Fälle  der  gegenseitigen  Lage,  welche 
zwischen  Parabel  und  KJreis  stattfinden  können.  Wir  beschränken 
uns ,  da  eine  derartige  allgemeine  Untersuchung  für  eine  Gleichung 
vierten  Grades  nicht  ganz  frei  von  Weitläufigkeiten  und  dabei  von 
untergeordnetem  praktischen  Interesse  ist ,  auf  den  Fall  der  gleichen 
Wurzeln ,  der  sich  zugleich  für  Auffindung  der  Beziehungen  zwischen 
Parabel  und  Kreis  als  der  wichtigste  herausstellt. 

Da  die  Gleichung  3)  kein  mit  der  dritten  Potenz  von  y  behafte- 
tes Glied  enthält,  so  kann  sie  vier  gleiche  Wurzeln  in  dem 
einzigen  Falle  besitzen ,  wenn  alle  ihre  Glieder  mit  Ausschluss  von 
y'^  zu  Null  werden.  *   Dies  geschieht ,  wenn 

gesetzt  wird,  oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Potenz  P 
[vergl.  §  9  Nr.  5)] ,  wenn  zu  den  beiden  ersten  dieser  Relationen 
die  Beziehung 


*  Ist  nämlich  jede    der  vier  gleichen  Wurzeln  =  r,   so  hat  die 
Gleichimg  die  Form: 

(2/-r)*  =  0, 

oder  nach  Entwickelung  des  linker  Hand  befindHchen  Ausdruckes: 

2/*—  4cry^  +  6r^y^  —  4:r^y  +  r^  —  0. 
Hierin  kann  ein  Glied  niu-  fehlen,  wenn  r  =  0  ist^   dann  kommen  aber 
auch  alle  Glieder  mit  Ausschluss  des  ersten  in  Wegfall, 
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liiuzutritt,  wobei  Ä;  wie  früher  den  Radius  des  Kreises  bezeichnet. 
Da  nach  Einsetzung  dieser  Werthe  Nr.  3)  in 

,/  =  () 

übergeht  und  diese  Gleichung  mit  Hinzuziehung  von  Nr.  2)  einzig 
durch  den  Parabelscheitel  befriedigt  wird,  so  hat  der  durch  diese 
Constauten  bestimmte  Kreis  den  Scheitel  mit  der  Parabel  gemein. 
Hierbei  muss  dieser  gemeinsame  Punkt  so  angesehen  werden ,  als 
wenn  er  aus  vier  zusammenfallenden  Punkten  bestände, 
welche  gleichzeitig  auf  der  Parabel  und  dem  Kreise  gelegen  sind. 
Diese  innigste  Berührung ,  welche  zwischen  einer  Parabel  und  einem 
Kreise  vorkommen  kann,  findet  also  nur  in  einem  Punkte,  näm- 
lich im  Scheitel,  statt. 

In  jedem  andern  Falle  kann  die  Clleichung  3)  höchstens  drei 
gleiche  Wurzeln  enthalten,  d.  h.  die  Parabel  steht  dann  mit  dem- 
jenigen Kreise  in  der  innigsten  Berührung,  welcher  drei  zusam- 
]nenf  allende  Punkte  mit  ihr  gemein  hat.  Ein  solcher  Ki'eis  wird 
Krümmungskreis,  sein  Mittelpunkt  Krümmungsmittel- 
punkt, sein  Radius  Krümmungshalbmesser  genannt.  Die 
allgemeine  Bedingungsgleichung  für  den  Fall ,  wo  ein  Kreis  in  den 
Krümmungskreis  einer  Parabel  übergeht^  kann  hiernach  gefunden 
werden ,  wenn  man  das  Kennzeichen  aufsucht ,  von  welchem  das 
Vorhandensein  dreier  gleichen  Wurzeln  in  Nr.  3)  abhängig  ist.  Ein- 
facher jedoch ,  als  auf  diesem  für  ■  elementare  Untersuchungen  bei 
Gleichungen  höherer  Grade  nicht  ganz  bequemen  Wege,  gelangt  man 
ziTi-  Bestimmung  von  Krümmungskreisen  einer  Parabel,  wenn  man 
zunächst  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  sucht,  welcher  durch  drei  be- 
liebige Parabelpunkte  hindurchgeht,  und  dann  hieraus  diejenige 
Form  des  Resultates  ableitet ,  welche  sich  in  dem  Grenzfalle  ergiebt, 
wo  die  drei  anfänglich  getrennten  Punkte  in  einen  zusammen- 
schwinden. 

Der  Mittelpunkt  eines  dxirch  drei  Punkte  zu  legenden  Kreises 
befindet  sich  bekanntlich  im  Durchschnitte  der  auf  den  Mitten  der 
Verbindungsgeraden  dieser  drei  Punkte  errichteten  Senkrechten. 
Soll  daher  ein  Kreis  durch  drei  Parabelpunkte  hindurchgehen,  so 
hat  man  zur  Auffindving  seines  Mittelpunktes  sich  zwei  Sehnen  ge- 
zogen zu  denken,  von  denen  jede  zwischen  zweien  der  gegebenen 
Punkte  afeleafen  ist,  und  den  sremeinschaftlichen  Punkt  der  aiif  den 
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Mitten  dieser  vSehnen  stehenden  Perpendikel  zu  suchen.  Wir  wollen 
die  beiden  Sehnenmittelpunkte  mit  x^y^  und  0:22/2  bezeichnen.  Nach 
Nr,  3)  des  vorigen  Paragraphen  gehört  der  ersten  von  den  beiden 
Sehnen  die  Richtungsconstante 

2/1 
zu;  die  im  Punkte  .i\?/j^  darauf  senkrechte  Gerade  hat  demnach  die 
Gleichung : 

4)  y--y,  =  -'^{x-x,). 
Ebenso  findet  sich  für  die  zweite  Senkrechte :   " 

5)  2/-2/2  =  -Tf  («-^2)» 

und,  wenn  man  aus  4)  und  5)  y  eliminirt,  für  die  Abscisse  des  ge- 
suchten Kreismittelpunktes 

2/1  —  2/2 
oder  auch : 

n\  I  I   2^2  (^1        -^'2) 

DJ  x  =  p  -'rx.-'r  — — -. 

Pi-  2/2 

Nach  Nr.  9)  in  §  5  stellt  — —    die   Kichtungsconstante    der   die 

a?j      x^ 

Punkte  X-^^yy  und  x^y.,  verbindenden  Geraden  dar;  bezeichnet  man 

daher  mit  «  den  Winkel ,    welchen   diese  Gerade  mit  der  x  -  Achse 

einschliesst ,  so  ist 

X,  Xi) 

— =  C(jt  a , 

2/1-2/2 

und  aus  Nr.  6)  entsteht: 

7)  x=j) -\- Xy-\-y2Cot  cc. 

Wird  endlich  dieser  Werth  von  x  in  der  Gleichung  4)  eingesetzt ,  so 
erhält  man  für  die  Ordinate  des  gesuchten  Mittelpunktes : 

8)  y^-'^';^Uota. 

Die  in  7)  und  8)  gefundenen  Werthe  von  x  und  y  behalten  noch 
eine  bestimmte  Grösse,  wenn  man  die  drei  Parabelpunkte  und  da- 
mit auch  die  Punkte  x^  y^  und  cr^  2/2  ^^^  einen  zusammenfallen  lässt ; 
sie  gehen  dann  in  die  Coordinaten  des  einem  Parabelpimkte  zuge- 
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hörigen  Krümmungsmittelpunktes  über.  Die  Verbindungsgerade 
der  Punkte  r»i«/j^  und  x^y^j.  wird  hierbei  zur  Parabeltangente ;  nach 
Nr.  9)  in  §  16  ist  demnach  in  diesem  Falle 

V 
tan  ß  =  — 

Vi 
zu   setzen.     Man  erhält  so   für  die   Coordinaten   des   Krüm- 
mungsmittelpunktes 

oder  mit  Benutzung  der  Parabelgleichung 

9)  x=^p-\-2>x^ 

und 

10)  .=-!'. 

Beachtet  man,  dass  beim  Zusammenfallen  zweier  Curvenpunkte 
die  Verbindungsgerade  dieser  beiden  Punkte  in  die  Tangente ,  und 
die  auf  der  Mitte  der  zugehörigen  Sehne  errichtete  Senkrechte  in  die 
Normale  desjenigen  Curvenpunktes  übergeht,  in  welchem  die  beiden 
anfänglich  getrennten  Punkte  zusammengetreten  sind,  so  wird  man 
leicht  bemerken ,  dass  die  im  Vorigen  angewendete  Methode  auf  die 
Aufgabe  zurückgeführt  werden  kann,  den  Durchschnittspunkt  zweier 
unmittelbar  benachbarten  Normalen  zu  suchen.  In  der  That  zeigt 
auch  die  Vergleichung  mit  Nr.  14)  in  §  16 ,  dass  die  von  uns  ange- 
wendeten Grleichungen  4)  imd  5)  die  Gleichungen  zweier  Normalen 
in  Parabelpunkten  X-^y-^^  und  x^y.2  darstellen.  Wenn  hiernach  der 
Krümmungsmittelpunkt  allemal  in  der  Normale  des  zugehörigen  Cur- 
venpunktes gelegen  sein  muss ,  so  genügt  es  zu  seiner  constructiven 
Darstellung,  eine  seiner  beiden  Coordinaten  zu  kennen,  oder  noch 
besser ,  sogleich  die  Länge  des  Krümmungshalbmessers  ausfindig  zu 
machen. 

Wird  wie  im  Vorigen  mit  xy  der  einem  Curvenpunkte  X-^^y-^^  zu- 
gehörige Krümmungsmittelpunkt  bezeichnet,  so  gilt  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser Q ,  welcher  die  Entfernung  dieser  beiden  Punkte 
misst,  die  Gleichung: 

11)       -  ^2  =  ix-x,f+{y-y,)\ 

Mit  Einsetzung  der  in  9)  und  10)  aufgestellten  Werthe  von  x  und  y 
entsteht  hieraus  im  Falle  der  Parabel; 
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loö 


und  hieraus  wieder  mit  Benutzung  der  Parabelgleiclauug  nach  ein- 
facher Reduction: 

p  = — j. — ' 

also  für  den  K  r  ü  m  m  u  n  g  s  h  a  1  b  m  e  s  s  e  r  selbst : 
12) 


Wv'+yfl' 


Fasst  man  im  Zähler  dieses  Werthes  p  als  Subnormale  auf,  so  ist 
leicht  zu  erkennen ,  dass  l/p^  +  Vi  clie  zwischen  dem  Parabelpunkte 
lind  der  x  -  Achse  enthaltene  Strecke  der  Normale ,  die  sogenannte 
Länge  der  Normale  darstellt.  Wird  dieselbe  mit  u  bezeichnet, 
so  kann  Nr.  12)  in  der  Form 

13)  ^  =  '*(f 

geschrieben  werden.  Dieser  Ausdruck  gewährt  eine  sehr  einfache 
Construction  des  Krümmungshalbmessers.  Ist  nämlich  MF  in 
Fig.  36  die  Ordinate  des  Parabelpunk-  pjo-    35 

tes  P,  und  MN=^p  seine  Subnormale, 
also  NP  =  u  die  Länge  der  Normale, 
so  wird 

~=secMNP, 
P 

oder  auch  wegen  der  Gleichheit  der  Win- 
kel, welche  die  Normale  mit  Brennstrahl 
und  Achse  einschliesst, 

—  =  sec  NPF. 

Setzen  wir  also  LNPF=y^  so  ist  in  der  Figur 

Q  =  NP  .  se(?  y. 

Wird  daher  im  Punkte  iV"  auf  der  Normale  eine  Senkrechte  NQ  er- 
richtet, bis  sie  den  verlängerten  Brennstrahl  in  Q  schneidet,  so  ist 

qP^NP  .secy, 

und,  wenn  man  nachher  wieder  in  Q  eine  Senkrechte  auf  QP  zieht, 
bis  sie  im  Punkte  0  die  Normale  trifft ,  so  folg't : 
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OP^QF.secy  =  NP  .  sec^ y. 

OF  ist  also  Krümmungshalbmesser  und  0  Krümmungsmittelpunkt 
für  den  Parabelpunkt  F. 


§19. 
Die  Quadratur  der  Parabel. 

Wenn  man  in  dem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme,  welches 
wir  bis  jetzt  zur  Untersuchung  der  Parabel  benutzt  haben,  die  x-  und 
y  -  Achse  imter  einander  vertauscht ,  also  die  Parabelachse  zur  Achse 
der  y  und  die  Scheiteltangente  zur  Achse  der  x  werden  lässt,  so 
kann  die  Gleichung  der  Parabel  in  der  Form 


1) 


y=i 


2  p 


Fig.  37. 


iV 


geschrieben  werden ,  indem  bei  dieser  Vertauschung  der  Achsen  die 
X  und  y  lediglich  ihre  Stellen  wechseln.  Wir  machen  von  dieser 
Gleichung  Gebrauch  zur  Bestimmung  des  Inhaltes  der  parabolischen 
Fläche  APM  (Fig.  37),  welche  von  dem  Pa- 
rabelbogen AP  und  den  Coordinaten  des  Punk- 
tes P,  nämlich  AM=x  und  MF  =  y  begrenzt 
ist.  Mit  Rücksicht  auf  das  zu  Grunde  gelegte 
Coordinatensystem  stellt  hierbei  A  den  Parabel- 
scheitel dar  und  die  Abscisse  AM  ist  auf  der 
Scheiteltangente  gemessen. 

Theilen  wir  AM  =  x  in  n  gleiche  Theile 
xmd  legen  durch  jeden  Theilpimkt  eine  Ordi- 
nate,  so  zerfällt   die  gesuchte  Fläche  in  eine 

gleiche  Anzahl  von  Streifen ,   von  denen  jeder  über  der  Basis  .— 

steht.   Die  Ordinaten,  durch  welche  diese  Streifen  begrenzt  werden, 
haben  nach  Nr.  1)  in  ihrer  Reihenfolge  vom  Scheitel  aus  die  Längen : 

öxy  Uli  —  r "'"'-       '-^^  ''^'^ 

\  n 


iZi 


3/ 


(^y  ^i)'  ^  [^^1^'  c-^T 


2i; 
oder  auch : 


2p 


2p 


2p 


2p 


—  I  ?/, 


-    V^ 


(l)V 


-IV 


2/,  y- 
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Jeder  einzelne  von  zwei  solchen  Ordinaten  begrenzte  Streifen  kann 
nun  in  zwei  Grenzen  eingeschlossen  werden,  indem  man  über  der 

Basis  —  ein  Mal  ein  Rechteck  mit  der  Anfangsordinate,  ein  anderes 
n 

Mal  mit  der  Endordinate  construirt.  Ein  Rechteck  ersterer  Art  be- 
sitzt einen  kleineren  Inhalt,  während  das  zweite  grösser  ist  als  die 
zugehörige  Streifenfläche.  Die  Summe  der  letzteren  Rechtecke  ist 
hiei'nach  ebenfalls  grösser,  die  der  ersteren  dagegen  kleiner  als  die 
gesuchte  parabolische  Fläche,  welche  wir  F  nennen  wollen.  Hier- 
aus entstehen  folgende  zwei  Ungleichungen: 


F- 


\  IV  J 

/P  +  2^  +  3-^-f  .■■-f(.^-l)^ 
^>\ n^ ) 


xy. 


Die  Diflerenz  dieser  beiden  Grenzen,  zwischen  welchen  der 
Werth  von  F  eingeschlossen  ist,  beträgt  —  xy^  kann  demnach  klei- 
ner als  jede  angebbare  Grösse  gemacht  werden ,  wenn  man  n  in  ent- 
sprechender Weise  wachsen  lässt.  Für  unendlich  wachsende  n  fallen 
beide  Grenzen  zusammen,  und  man  erhält,  wenn  man  den  Grenz- 
werth ,  gegen  welchen  beide  Ausdrücke  convergiren,  durch  Vorsetzen 
der  Silbe  Lim.  (Abkürzung  von  ?/mcs  =  Grenze)  bezeichnet, 

I  =Lim  ^ -^ y.y, 

oder  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze* 

*  Aus  dem  für  ganze  positive  m  geltenden  Divisionsresultate 

^m  1)111 

—  =  rf"  — 1  -f  a>"  —  '^h  +  «'"—3  &2  +  .  .  .  -f  ah"^  —  '  +  fc""  -  l 

a  —  o 

ergiebt  sich  für  a  >  &  ^  0  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

,„_1         am  —  fem  -im  —  i 

ma"     ^> = — >?»&         . 

^     a  —  o 

Hieraus  wird,  wenn  mau  m=p  +  l  und  ein  Mal  a  =  ^-fl,  b  =  z,  ein 
anderes  Mal  a  =  z,  b  —  Z—l  setzt,  das  Resultat 

p  +  1  ^    ^     >  p^l 

abgeleitet,  wobei  ^  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Sub- 
stituirt  man  hierin  der  Reihe  nach  2  =  1,  2,  3,...7i,  und  addirt  alle 
so  entstehenden  Ungleichungen,  so  folgt: 
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2)  F^-^xp, 

and  hieraus  für  die  Fläche  APN ^  welche  F'  heissen  mag, 

3)  F'^^^xy. 

Eine  grössere  Verallgemeinerung  erlangen  die  gefundenen  Ee- 
sultate ,  wenn  mau  die  zu  ihrer  Herleitung  benutzte  Methode  auf  das 
im  §  17  zu  Fig.  35  aufgestellte  Coordinatensystem  überträgt  und  da- 
bei wieder  eine  Vertauschung  der  x-  und  ?/- Achse  eintreten  lässt. 

Man  erhält  dann  aus  §  17  Nr.  6)  die  Parabelgleichung 

4)  y- 


2p     ' 

welche  in  ähnlicher  Weise  wie  die  obige  Gleichung  1)  angewendet 
werden  kann ,  uva  die  parabolische  Fläche  zwischen  einem  Parabel- 
bogen, der  Tangente  eines  seiner  Endjjunkte  und  der  durch  den  an- 
dern Endpunkt  gelegten  Parallelen  zur  Parabelachse  zu  berechnen. 
Das  hierbei  sich  ergebende  Resultat  lautet ,  dass ,  wenn  in  Fig.  38 
Fig-  38.  der  Parabelbogen  J.P  in  das  Paral- 

lelogramm AM  NF  so  gelegt  ist, 
^ass  er  die  Seite  AM  im  Punkte  A 
tangirt,  während  seine  Achse  mit  der 
Seite  AN  parallel  läuft,  die  durch 
den  Parabelbosren  gebildeten  Paral- 


Ä 


lelogrammtheile  AMP  und  ANP  sich  wieder  wie  1  :  2  verhalten.* 


(»i+il^ll!^  >  1^^  -f2^ -F3P +  .  .  .  H^n">^ 


p  +  1  i?  +  1 

Die  aus  Division  durch  n^  "^  '  sich  ergebenden  Resultate  convergiren  he\ 
unendlich  wachsenden  n  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze und 

man  erhält  hieraus: 

1P  + 2'' -f-SP -f-...-FnP         1 
Lim  


In  dem  oben  vorkommenden  Falle  war  p  =  2 ,  also  der  Grenzwerth  =  \. 
'*  Sieht  man  bei  Fig.  38  oder  37   von  der  Vertauschuug  der  Co- 
ordinatenachsen  ab ,  so  stösst  man  bei  Berechnung  der  Fläche  A  NP  nach 
der  angegebenen  Methode  auf  einen  Grenzwerth  von  der  Form 

Lim  —_ , 

n  yn 
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Die' Simpson'sclie  Eegel.    Aus  der  obigen  Gleichung  2) 
lässt  sich  noch  eine  allgemeine  Methode  zur  näherungsweisen  Be- 


welcber  gleich  -f  sein  muss,  wenn  das  Ergebniss  mit  dem  vorher  ent- 
wickelten in  Uebereinstimmung  kommen  soll.  Ebendahin  führt  das 
Resultat  der  vorigen  Amnerkuug,  wenn  sich  beweisen  lässt,  dass  es 
auch  für  gebrochene  Werthe  von  p  Geltung  behält.  Man  gelaugt  hierzu 
dm'ch  folgende  Betrachtung. 

"Werden  die  Glieder  einer  beliebigen  fallenden  Zahlenreihe  mit 

«1  >  «2  >  '''a  >  . .  .  >  ^*„_i  >  it„ 
bezeichnet,  uud  ist 

Sn  —  Ui  +U2  +  tl3  +  ...+«„_  1  +  ?*„ 

deren  Summe,  so  folgt  aus 

nach  Miütiplication  mit  n,  wenn  mau  w*«„  .  |  mit  dem  nach  der  ge- 
stellten Bedingung  grösseren  Werthe  Sn  vertauscht, 

{n+1)  Sn  >  nSn  +  \. 
Dies  giebt  das  Resultat 

*^  Sn   .^^_^   on -f- 1  «^^^    /Jra  +  2.^>_^ 

n    ^  n-\-\  ^    n  +  2  ^  '  " 

In  gleicher  Weise  ist  in  einer  steigenden  Zahlenreihe 

Sn  ^  Sn-\-\.  ^,  Sn  +  2  ^ 

~n   ^  n  +  1  "^  n  +  2,  "^  '  " ' 

Bei  Anwendung  auf  das  Divisionsresultat 

nr  -  ^'-  ^  ^^r  _  1  _j_  ^^,-  -  2  ^  ^  _  _     _^  ^^r-Ä-  1  ^8  ^  _  _  _^  ^,-  -  1 


a^  —  h^ 

worin  a  ">  b  >  0  sein  und  r  oine  beliebige  ganze  positive  Zahl  be- 
zeichnen soll,  liefern  einerseits  die  s  Anfangsglieder,  andererseits  die  s 
Endglieder  die  Ungleichung 

a>-  —  s  {ax  —  &«)«'•  —  &'■         &'•  —  ^  (a"  —  h^ ) 

s  {a  -  b)        -^  r{a-b)  -^        s{a-b)        ' 
woraus  weiter 

r  ^    a'-  —  b'-  ^     7- 

s  ^    a^  —  b»  -^     s 

hervorgeht.  Man  gelaugt  hierdurch  wieder  zu  der  in  der  vorigen  An- 
merkung aufgestellten  Ungleichung 

*  dm  —  Jm 

ma»2  — 1  "> —^ —  >■  ift&m— 1 

a  —  b 

r       .  1 

wenn  man  —  mit  m  und  a  mit  a^  vertauscht,  nin:  dass  sie  jetzt  auch 

für  gebrochene  Werthe  von  m  gilt,  welche  grösser  sind  als  1.  Der 
Fortgang  der  Betrachtung  bleibt  dann  wie  vorher. 

Anal.  Geom.  I.  Q 
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Fig. 


reclinung  von  ebenen  Fläclien  herleiten,  welche,  über  einer  ge- 
gebenen Abscisse  stehend ,  von  zwei  rechtwinkligen  Ordinaten  und 
einem  beliebigen  Curvenbogen  begrenzt  sind.  Hierzu  führt  folgende 
Voruntersuchung. 

In  Fig.  39  ist  B  der  Scheitel  einer 
Parabel,  deren  Achse  BH  m\i  der  i/- Achse 
des  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
parallel  läuft.  Wir  stellen  uns  die  Auf- 
gabe, die  Fläche  Pgiligilf-LPj,  die  mit  aS' 
bezeichnet  werden  mag,  mittelst  der  Co- 
ordinaten  der  drei  Punkte  P3 ,  Pg  und  P^ 
zu  berechnen,  wobei  der  Punkt  Pg  so  ge- 
wählt ist,  dass  durch  seine  Ordinate  die 
Strecke  M^  M^  in  zwei  gleiche  Theile  ge- 
theilt  wird.  Verschieben  wir  die  Coordinatenachsen  parallel  zu  sich 
selbst  in  die  Lagen  BH  und  BS^  und  bezeichnen  die  Coordinaten 
eines  auf  das  neue  System  bezogenen  Punktes  mit  |  und  ri ,  so  lau- 
tet nach  Nr.  1)  die  Parabelgleichung: 

Für  den  durch  die  Scheiteltangente  BS  von  der  zu  berechnenden 
Fläche  8  abgeschnittenen  Theil  P^N^N^P-^  —  T  gilt  dann  nach  2) 
die  Formel 

1  ,.  .      , 


T: 


oder  mit  Benutzung  von  Nr.  5) : 

^1 


T: 


3 t  3 

^■3 


623        ' 

wobei  li  fjy  und  Igt^g  sich  auf  die  Punkte  P^  und  P3  beziehen.   Hier- 
aus folgt ,  wenn  man  Jig M^  =  M^M^^=^  s ^  also  |^  —  §3  =  2 g  setzt : 

oder  nach  einfacher  Umgestaltung : 


Nun  ist  aber 


T-. 

^1  +  ^3, 

2 


Qp 
d.  i.  der  Abscisse  des  Punktes  Pg  gleich. 
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Mit  Wiedereinsetzung  der  Ordinateu  aus  Nr.  5)  entstellt  hiernach : 

6)  T=^s{rj,-\-4:,^,-\-ri,). 

Kehi'en  wir  jetzt  zum.  ursprünglichen  Coordinatensysteme  zurück 
und  setzen 

M,P,^y,,        M,P,=^y,,       M,P,  =  y,, 
so  ergiebt  sich  aus  Nr.  6) 

T=js[{y,-h)-\-4:(y,-h)  +  {y,-b)] 

oder  nach  gehöriger  Reduction : 

T=^Biy,  +  4y,  +  y,)-2he. 

Hieraus  folgt ,  wenn  man  beiderseitig 

Fläche  N.JI^M^ N^  =  2  h  £ 
addirt , 

7)  8  =  ^z{y,  +  4.y,  +  y,). 

Dieses  Eesultat  bleibt  von  dem  Vorzeichen  von  1)  unabhängig,  gilt 
also  auch  noch  dann,  wenn  der  Parabelbogen  der  ic- Achse  seine 
concave  Seite  zukehrt. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  lassen  insofern  eine  Um- 
kehrung zu ,  als ,  wenn  drei  Punkte  in  der  Lage  von  Pg ,  P^  '^^^^^  ^i 
gegeben  sind,  es  im  Allgemeinen  möglich  ist,  durch  dieselben  eine 
Parabel  zu  legen,  deren  Achse  den  Ordinaten  parallel  läuft.  Unter 
der  gemachten  Voraussetzung  lautet  nämlich  nach  Nr.  5)  die  Pa- 
rabelgleichung 

{x—  af 

und ,  wenn  man  hierin  die  Coordinaten  der  drei  Punkte  einsetzt ,  so 
erhält  man  drei  Bedingungsgleichungen,  aus  denen  sich  die  Cou- 
stanten  a ,  h  und  p  herleiten  lassen.  Die  gestellte  Forderung  trägt 
in  dem  einzigen  Falle  einen  Widerspruch  in  sich,  wenn  die  drei 
Punkte  in  derselben  geraden  Linie  liegen ;  doch  lässt  sich  aus  der 
Zusammensetzung  der  Formel  7)  leicht  übersehen,  dass  sie  auch 
dann  noch  ihre  Geltung  behält.  Jedesmal  also,  wenn  man  sieh  durch 

8* 
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Fig.  40. 


die  Endpunkte  der  drei  nm  die  Strecke  £  von  einander  entfernten 
Ordinaten  y^ ,  y^  und  y^  eine  Parabel  gelegt  denkt ,  wird  die  Grösse 
der  Fläche  des  zwisohen  y^  und  y^  enthaltenen  Streifens  durch  die 
Gleichung  7)  ausgedrückt. 

Hiervon  kann  Gebrauch  zur 
annäherungsweisen  Berechnung  der 
Fläche  PMNQ  (Fig.  40)  gemacht 
werden.  Zerlegt  man  die  zu  be- 
stimmende Fläche ,  die  wir  mit  F 
bezeichnen  wollen,  durch  Ordinaten 
X  in  eine  gerade  Anzahl  von  Strei- 
fen, so  mag  wieder  s  die  Breite 
eines  jeden  solchen  Streifens  darstellen,  während  die  auf  einander 
folgenden  Ordinaten  die  Bezeichnung  y^i  y^,  y^-  -  •  y^n  erhalten  sol- 
len. Man  kann  jetzt  die  Bogenstücke,  welche  drei  auf  einander  fol- 
gende Ordinatenpunkte  verbinden ,  näherungsweise  als  Parabelbögen 
ansehen,  und  erhält  dann,  wenn  man  für  jedes  Streifenpaar  einen 
Ausdruck  von  der  Form  7)  aufstellt ,  durch  Summirung  aller  Strei- 
fenpaare nach  gehöriger  Verbindung  der  gleichartigen  Grössen 


M 


X 


8)       -F= -g-£  [2/0 +  2/2« +  4(2/1+2/3  + 2/5+-  •  -+2/2« -l) 

+  2  (2/2  +  2/4  +  2/0  +  •  •  •  +  2/2« -2)]- 

Diese  unter  dem  Namen  der  Simpson'schen  Eegel  be- 
kannte Formel  gewährt  in  den  meisten  Fällen  einen  nicht  unbe- 
trächtlichen, selbstverständlich  mit  der  Anzahl  der  Zwischenordi- 
naten  wachsenden  Grad  von  Genauigkeit. 


Sechstes  Capitel. 

Die    Ellipse. 


§20. 


Bei  Gelegenheit  der  im  §  14  angestellten  allgemeinen  Betrach- 
tung der  Kegelschnitte  haben  wir  unter  Nr.  7)  die  Gleichung 


ay+(fT- 


einer  Ellipse  angehörig  gefunden,  deren  grosse  und  kleine  Achse 
2  a  vmd  2 1)  die  Achsen  der  x  xmd  y  darstellen.  Die  Form  dieser 
Gleichung  Hess  uns  bereits  die  allgemeinen  umrisse  der  darin  re- 
präsentirten  Curve  erkennen;  es  bleibt  uns  noch  übrig,  das  Bild 
dadurch  weiter  auszuführen ,  dass  wir  der  Gleichung  die  Mittel  zur 
geometrischen  Darstellung  der  Linie  entnehmen. 

Wird  Nr.  1)  durch  Entfernung  der  Nenner  auf  die  Form 
2)  ahf-^lßx^^a^¥ 

gebracht,  so  lässt  sich  mit  Einsetzung  von  ic  =  r  cos  q)  und  y==r  sin  gp 
die  Ellipse  auf  ein  Polarcoordinatensystem  beziehen,  welches  den 
Mittelpunkt  zum  Pol  und  die  grosse  Achse  zur  polaren  Achse  hat. 
Es  entsteht  nach  einfacher  Umgestaltung: 


3) 


a^sin^q)  +  Wcos'^q) 


*  Ein  grösserer  Werth  von  r"^  als  der  durch  die  Gleichung  3)  aus- 
gedrückte muss  offenbar  einem  ausserhalb  der  Ellipse  gelegenen  Punkte 
angehören,  während  kleinere  Werthe  sich  auf  innerhalb  gelegene  Punkte 
beziehen.  Geht  man  in  den  sich  hieraus  ergebenden  Ungleichungen  auf 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  ziu-ück,  so  findet  man  die  Relation 
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oder ,  wenn  wir  nach  §  14  Nr.  9  mittelst  der  Gleichung 

&2  —  a^  —  c^ 
die  lineare  Excentricität  c  einführen , 

^  a^  —  c^cos^cp' 

Beschränken  wir  uns  auf  die  zwischen  den  Grenzen  0  und  90*^  ge- 
legenen Polarwinkel,  was  insofern  ausreicht,  als  damit  einer  der 
vier  unter  sich  congruenten  Ellipsenquadranten  vollständig  umfasst 
wird ,  so  erkennen  wir  hieraus ,  dass  r  mit  wachsendem  qp  abnimmt, 
dass  also  a  und  &  den  grössten  und  kleinsten  Radius  der  Ellipse  dar- 
stellen. Ein  vom  Mittelpunkte  aus  mit  dem  Halbmesser  a  con- 
struirter  Kreis  ist  daher  so  um  die  Ellipse  beschrieben,  dass  er  mit 
ihr  nur  die  Scheitel  der  grossen  Achse  gemein  hat;  der  concentrische 
Kreis  mit  dem  Eadius  t  ist  in  ähnlicher  Weise  eingeschrieben.  Beide 
Kreisesollen  ausschliesslich  der  umgeschriebene  \ind  der  ein- 
geschriebene Kreis  der  Ellipse  genannt  werden.  Kehren  wir 
zum  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  zurück,  so  hat  der  erstere 
dieser  Ejreise  die  Gleichung 

5)  a;^  +  2/^  =  a^ , 
der  zweite  dagegen 

6)  x^^tf=-l\ 

Aus  der  Zusammenstellung  dieser  beiden  Gleichungen  mit  Nr.  1) 
oder  2)  finden  wir  Mittel  zur  constructiven  Darstellung  der  Ellipse. 
Es  genügt  hierbei  aus  dem  oben  angegebenen  Grunde  wieder,  wenn 
wir  uns  auf  die  Betrachtung  des  Quadranten'  beschränken,  in 
welchem  beide  Coordinateu  positive  Werthe  besitzen. 

Bezeichnen  wir  die  Ordinaten  der  Ellipse  und  des  umgeschrie- 
benen Kreises ,  welche  einer  und  derselben  Abscisse  angehören ,.  mit 
y  und  y\  so  folgt  aus  1)  und  5) 


Cl 

als  Kennzeichen  der  Punkte  ausserhalb  der  Ellipse,  während  die  Un- 
gleichung 

a^y^  +  ¥x^^a^¥ 

für  Punkte  innerhalb  der  Ellipse  gilt. 
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und  hieraus  durch  Division: 

7)  y  :y'  =  h:a, 

d.  h.  die  derselben  Abscisse  entsprechenden  Ordinaten  der  Ellipse 
und  des  umgeschriebenen  Kreises  stehen  zu  einander  in  dem  unver- 
änderlichen Verhältnisse  der  Halbachsen.  Hiernach  .können  beliebig 
viele  Punkte  einer  Ellipse  gewonnen  werden,  wenn  man  die  auf 
einem  Durchmesser  rechtwinkligen  Ordinaten  eines  Kreises  in  einem 
Constanten  Verhältnisse  verkürzt.  * 

Bei  Vergleichung  der  Ellipse  mit  dem  eingeschriebenen  Kjreise 
sollen  X  und  x"  die  derselben  Ordinate  zugehörigen  Abscissen  der 
Ellipse  und  des  Kreises  darstellen.    Dann  ergiebt  sich  aus  1)  und  6) 


x  =  ^yi^-y\  x"  =  ]/V'-y\ 

und  dies  führt  zu  der  Proportion : 

8)  *  X  :  x"  =  a  :  h. 

Die  Ellipse  kann  hiernach  gebildet  werden ,  indem  man  sämmtliche 
Abscissen  des  eingeschriebeneu  Kreises  in  dem  unveränderlichen 
Verhältnisse  der  elliptischen  Halbachsen  verlängert. 

Die  im  Vorigen  enthaltene  Vergleichung  der  Ellipse  mit  den 
beiden  über  ihren  Achsen  beschriebenen  Kreisen  fühi't  auf  die  fol- 
gende einfache  Constrnction  von  beliebig  vielen  ihrer  Punkte,  mit 


gleichzeitiger  Anwendung  beider  Kreise. 
Zieht  man  in  Fig.  41  den  Radius  0P\ 
welcher  die  beiden  Kreise  in  den  Punk- 
ten P'  und  P"  schneidet,  und  legt  durch 
P'  die  Gerade  P'Jf  parallel  zur  2/- Achse, 
und  NP"  durch  P"  parallel  zur  a?- Achse, 
so  ist  der  Durchschnittspunkt  P  dieser 
beiden  Geraden  ein  Ellipsenptinkt.  So- 
bald nämlich  mit  Anwendung  der  obigen 
Bezeichnungen 


Fig.  41. 


*  Dies  geschieht  z.  B.  bei  geometrischer  Projection  des  Kreises  auf 
eine  zu  diesem  Durchmesser  parallele  gegen  die  Kreisebene  geneigte 
Ebene.  Diese  Bemerkimg  ist  insofern  nicht  ohne  Wichtigkeit,  als  da- 
durch der  Geometrie  ein  Mittel  gegeben  ist,  Eigenschaften  der  Ellipse 
aus  entsprechenden  Kreiseigenschaften  abzuleiten. 
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OP' 


NF  =OM=x,       MP^ON^y, 
NP"  =  x'\  MP'  =  y 

gesetzt  wird ,  so  ergiebt  sich  aus 

MP:  MP'  =  OP' 
die  Proportion  Nr.  7),  und  Nr.  8)  aus: 

OM:NP".^OP'.OP". 

Zu  bemerken  ist  hierbei  noch,  dass  die  angewendete  Construc- 
tion  eine  einfache  Bestätigung  findet,  wenn  man  die  Quotienten 
OK      X  ON 

kels  MOP'  =  NP"  0  auffasst.  Bezeichnet  man  diesen  Winkel  (die 
sogenannte  excentrische  Anomalie)  mit  a ,  so  ist 


4-  als  trigonometrische  Functionen  des  Win- 


=  cos  a , 


1/ 


=  sm  a . 


und  hieraus  folgt  sogleich  für  den  Punkt  P  die  Ellipsengleichung  1). 
Die  hierin  enthaltene  Analogie  zwischen  der  goniometrischen 
Gleichung 

cos-  ß  +  sm'  or  =  1 

und  der  Gleichung  der  Ellipse  kann  zu  einer  zweiten  Darstellungs- 
weise dieser  Curve  benutzt  werden.    Lässt  man  eine  Gerade  AB  von 
Fig.  42.  imveränderlicherLänge  mit  ihren 

Endpunkten  A  und  B  auf  den 
Schenkeln  0  F  und  OX  eines 
rechten  Winkels  gleiten  und  be- 
obachtet den  Weg,  den  dabei 
ein  auf  der  Geraden  gelegener 
fester  Punkt  P  durchläuft,  so 
ist,  wenn  man^P=a,  PB  =  i, 
OM=NP^x,  MP  =  ON=y 
setzt,  für  jede  Lage  des  Punktes  P 

^=smOBA, 
h 


—  cos  NPA , 


folglich,  da  L  NPA  =^LOBA, 

Der  Punkt  P  beschreibt  also  eine  Ellipse.  —  Es  ist  leicht  ersicht- 
lich, dass  hierbei  der  beschreibende  Punkt  auch  auf  der  Verlängerung 
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der  unveränderlichen  Geraden  gelegen  sein  kann.  Die  Grerade  Ä'  B' 
in  Fig.  42 ,  die  mit  dem  Punkte  A'  auf  der  y  -  Achse  und  mit  JB'  auf 
der  a;- Achse  gleitet,  stellt  diesen  Fall  dar.  A'P  ist  hier  wieder 
=  a  und  B' P=h  angenommen. 

Sowie  in  §  15  unter  II.  die  Parabel  durch  Zerlegung  ihrer 
Grleichung  in  zwei  Factoren  ersten  Grades  mittelst  des  Durchschnit- 
tes von  zwei  veränderlichen  Geraden  dargestellt  wurde,  so  lässt  sich 
auch  ein  ähnliches  Verfahren  für  die  Ellipse  und  überhaupt  für  jede 
Linie  zweiten  Grades  anwenden.  Haben  zwei  Gerade  die  Gleichunsren 


9) 


10) 


=  1+- 
a 


=  1 


Fig.  43. 


so  gilt  für  ihren  Durchschnittspunkt  auch  die  durch  Multiplication 
derselben  entstehende  Gleichung 

0^  0.2  a^  a-      Oy  0.2 

und  diese  gehört  einer  Ellipse  an,  wenn  &^&^  =  &^  oder  wenn  die 
stetige  Proportion 

11)  h,:h  =  h:d.2 

erfüllt  wird.    Hierauf  gründet  sich  die  folgende  Construction. 

In  dem  Rechtecke  CADB 
(Fig.  43),  dessen  Seiteit  CA  und 
CB  die  Halbachsen  der  zu  con- 
struirenden  Ellipse  darstellen,  theile 
man  DB  und-CJ5  in  den  Punkten 
M  und  JV^  so ,  dass  die  Proportion 

DM:  DB=CN,  :  CB 

stattfindet.  Legt  man  hierauf  durch 
den  Scheitel  A  der  grossen  Achse 
die  Gerade  AlSf^  und  durch  den  zweiten  Scheitel  A^  die  Gerade 
A^  JVj ,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  P  beider  Geraden  ein  EUipsen- 
punkt.  Wird  nämlich  CN^  =  h^ ,  CN.2  =  &2  gesetzt  und  bezeichnen 
wir  wie  gewöhnlich  die  Halbachsen  mit  a  und  h ,  so  stellt  Nr.  9)  die 
Gleichung  der  Geraden  A^^Nj^  und  Nr.  10)  die  von  AN.2  dar.  Was 
die  dabei  zu  erfüllende  Bedingung  11)  betrifft,  so  gilt  der  Construc- 
tion zufolge  die  Proportion: 
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DM:ÄC  =  AB:  CN^. 

Hieraus  entsteht  aber ,  wenn  man  A  C  mit  der  gleichen  Strecke  D  B 
vertauscht  und  die  gegebene  Relation 

BM:BB^ClS\:CB 

anwendet,  die  verlaugte  Bedingung, 

Brennpunkte  der  Ellipse.  Soll  die  Ellipse  mittelst  ihrer 
Brennpunkte  construirt  werden ,  so  entsteht  wieder ,  wie  bei  der  Pa- 
rabel, die  Frage  nach  der  Anzahl  und  Lage  solcher  Punkte.  Wir 
haben  in  §  15  unter  Nr.  6)  iind  7)  gefunden,  dass,  wenn  x  und  y 
die  Coordinaten  eines  auf  einer  Linie  zweiten  Grades  gelegenen 
Punktes ,  ^  und  r]  dagegen  die  eines  zugehörigen  Brennpunktes  dar- 
stellen, zwischen  diesen  Grössen  eine  Gleichung  von  der  Form 

12)  {x  -  a)^  +  (i/  -  ^i)'  ^{ux  +  ßy  +  yf 
stattfinden  muss,  welche  nach  Ausführung  der  Rechnung  in 

\     {\-c^)x^+i\-ß^)y^-2aßxy 

13)  <  -2{:i^ay)x-2{ri-^ßy)y 

übergeht.  Damit  es  möglich  ist,  diese  Gleichung  auf  die  Formen  1) 
oder  2)  der  Ellipsengleichung  zurückztiführen ,  müssen  die  Be- 
dingungen 

aß  =  0,     §+ßy  =  0,     ,^-\-ßy=^0 

erfüllt  werden ,  von  denen  die  erste  und  zweite ,  oder  die  erste  und 

dritte  nur  dann  neben  einander  bestehen  können,  wenn  entweder 

zugleich  ß  =  0  und  ^  =  0,  oder  ß  =  0  und  Tj^^Oist.     Man  sieht 

hieraus ,   dass   Brennpunkte   der  Ellipse  nur  in   einer  der   beiden 

Achsen  gelegen  sein  können.  Nehmen  wir  zunächst  ß  =  0  und  7^=0, 

suchen  also  solche  Brennpunkte,  die  in  der  a?- Achse  gelegen  sind, 

*.  .  .  '        i 

SO  ist  nach  der  zweiten  der  zu  erfüllenden  Bedingungen  noch  a  =  — ^ 

"     *  y 

zu  setzen.  Mit  Substitution  dieser  Werthe  kann  Nr.  13)  auf  die  Form 


{^^-T^)^'  +  f  =  7'-^' 


Y 
gebracht  werden ,  woraus  sich  die  Gleichung 

O  9 
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ergiebt.  Dieselbe  gehört  einer  Ellipse  an ,  für  deren  Halbachsen  die 
Beziehungen 

7  9  9  5-9 

stattfinden.  Durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Relationen 
entsteht 

14)  ^^^a^-l\ 

oder  mit  Einführung  der  linearen  Excentricität  c: 

15)  '^=  +  c, 

wodurch  wir  auf  die  zwei  bereits  bekannten  Brennpunkte  zurück- 
kommen. 

Für  Brennpunkte  in  der  3/- Achse  müsste  «  =  0  und  ^  ^  0  ge- 

setzt  und  dazu  die  Bedingung  /3  = gefügt  werden.     Wird  mit 

Benutzung  dieser  Grössen  die  vorhergehende  Eechuung  wiederholt, 
so  gelangt  man  durch  bloseBuchstabenvertauschung  zu  dem  Resultate 

16)  r/2=&2_^2^ 

was ,  da  a  ^  &  vorausgesetzt  ist ,  zu  imaginären  Werthen  hinführt. 
Die  Ellipse  enthält  also  nur  die  beiden  in  der  grossen  Achse,  zu 
beiden  Seiten  des  Mittelpunktes  im  Abstände  c  gelegenen  Brenn- 
punkte. 

Bezeichnen  wir  mit  Z-^  den  Abstand  eines  Ellipsenpuuktes  x  y 
von  dem  auf  der  Seite  der  positiven  x  gelegenen  Brennpunkte ,  so 
ist  in  der  aus  Nr.  12)  folgenden  Gleichling 

nach  den  oben  gefundenen  Relationen 

y  =^  a,     /3  =  0,     0;  = = =  —  £ 

7  a 

zu  setzen ,  wobei  £  wie  früher  (vgl.  §  14  Nr,  8)  "die  numerische  Ex- 
centricität darstellt.    Hieraus  folgt : 

^i  =  (ö  —  £  ä)^, 
und,  da  für  jedes  x  (also  z.  B.  auch  für  x  =  0)  nur  positive  Werthe 
von  -?!  zulässig  sind , 

17)  0^  =  «  —  £«;, 

In  gleicher  "Weise  findet  sich,  wenn  man  |  =  —  c  nimmt,  für  den 
auf  den  andern  Brennpunkt  bezogenen  Breunstrahl 
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18)  ^2~^*  +  ^^» 

tind  endlicli  aus  der  Verbindung  von  17)  und  18) 

19)  ^1  +  ^2  =  2a. 

So  gelangen  wir  durch  die  analytische  Untersuchung  der  Ellip- 
sengleichung zu  der  bereits  in  §  14  aus  Fig.  29  hergeleiteten  Un- 
veränderlichkeit  der  Summe  der  Brennstrahlen  zurück.  Es  gewährt 
durchaus  keine  Schwierigkeit ,  dieser  Eigenschaft  die  Mittel  zur  Con- 
struction  einer  Ellipse  zu  entnehmen ,  für  welche  die  grosse  Achse 
und  die  Brennpunkte  gegeben  sind. 

§21. 

Die  Ellipse  und  die  Gerade. 

Für  die  Coordinaten  derjenigen  Punkte ,  welche  gleichzeitig  in 
einer  Ellipse  mit  der  Gleichung 

1)  a?tf-\-l)H'^^a^h'^ 
und  einer  Geraden 

2)  y  =  Mx-\-n* 

gelegen  sind ,  müssen  die  Gleichungen  beider  Linien  Geltung  finden. 
Durch  Elimination  von  y  erhält  man  hieraus  für  die  Abscissen  dieser 
Punkte : 

Das  2/,  welches  einem  jeden  hieraus  folgenden  x  zugehört,  ist 
au*  Nr.  2)  zu  berechnen. 

Da  a^M'^  -\-  Iß  in  einer  Ellipse  nicht  gleich  Null  sein  kann,  so 
ist  die  Gleichung  3)  stets  quadratisch ,  gewährt  also  rücksichtlich 
der  Beschaffenheit  ihrer  Wurzeln  die  bei  quadratischen  Gleichungen 
möglichen  drei  Fälle,  welche  nach  dem  Vorzeichen  der  Discriminante 

z/  =^  a^WPn^  -  a^  {n^  -  W)  {a?  M^  +  h^) 

zu  beurtheilen  sind.  Durch  einfache  Umformung  des  letzteren  Aus- 
druckes gelangt  man  zu  dem  Resultate 


*  Um  Verwechslungen  mit  den  Constauten  der  Ellipse  zu  vermei- 
den, ist  die  Richtungsconstaute  der  Geraden  mit  M  und  die  Ordinate 
ihres  in  der  i/- Achse  gelegeneu  Punktes  mit  n  bezeichnet  worden. 
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wonaeli ,  da  c^  W  immer  positiv  sein  muss ,  die  Uutersclieiduiig  der 
drei  Fälle  einzig  davon  abhängt,  ob  die  Differenz 

positiv ,  gleich  Null  oder  negativ  ist.  Im  ersteren  Falle  stellt  die 
Gerade  eine  Secante ,  im  zweiten  eine  Tangente  der  Ellipse  dar ;  im 
dritten  sind  keine  gemeinschaftlichen  Punkte  vorhanden. 

Um  dem  gefundenen  Unterscheidungsmerkmale  eine  geo- 
metrische Deutung  abzugewinnen ,  wollen  wir  uns  zunächst  auf  den 
einfachen  Fall  beschränken,  wo  die  angegebene  Differenz  gleich  Null 
ist,  die  Gerade  also  den  Charakter  einer  Tangente  an  sich  trägt. 
Das  hierfür  geltende  analytische  Kennzeichen 

4)  -      a^]^--\-W  =  n^ 
kommt ,  wenn  man  mittelst  der  Gleichung 

die  lineare  Excentricität  c  einführt ,  auf  die  Form : 

«2  (1  +  M^)  =  c-  +  n\ 

Bezeichnen  wir  nun  mit  a  den  von  der  Geraden  und  der  x  -  Achse 
eingeschlossenen  Winkel ,  so  ist  bekanntlich 

1  +  IP  =  sec^  a , 

und  es  entsteht  hiermit  aus  der  vorhergehenden  Gleichung: 

«^  sec^  ci  =  c^  -\-  n^ 
oder 

5)  a^  =  (c  cos  aY  +  (n  cos  a}^. 

Um  diese  Relation  zu  deu- 
ten, ist  in  Fig.  44  Oi^  =  c  ge- 
setzt ,  indem  C  den  Mittelpunkt 
und  F  einen  Brennpunkt  der  El- 
lipse darstellt.  TV  ist  die  zu 
untersuchende  Tangente ,  also 
CN  =  n.  Zieht  man  C  U  und 
F  V  senkrecht  auf  T  F,  so  wird 

UV: 


ccos  a 
folglich  erhält  man  aus  5) 


CU=ncos  a-^ 


a^^üV'+CU'  =  Cr\     a=CV. 
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Der  Fusspunkt  V  des  vom  Brennprmkte  F  aiif  die  Tangente  gefäll- 
ten Perpendikels  oder  die  Projection  des  Brennpunktes  auf  die  Tan- 
gente liegt  hiernach  im  Abstände  a  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse, 
d.  i.  auf  der  Peripherie  des  umgeschriebenen  Kreises. 

Untersucht  man  in  gleicher  Weise  die  beiden  noch  übrigen 
Fälle,  was  durch  blosse  Vertauschung  der  Gleichheits-  und  Ungleich- 
heitszeichen  in  den  letzten  Formeln  geschehen  kann,  so  gelangt  man 
zu  dem  Satze:  Eine  G-erade  schneidet  eine  Ellipse  in  zwei 
Punkten,  berührt  sie  in  einem  Punkte  oder  hat  keinen 
Punkt  mit  ihr  gemein,  je  nachdem  die  Projectionen  der 
Brennpunkte  auf  die  Gerade  innerhalb,  auf  oder 
ausserhalb  der  Peripherie  des  über  der  grossen  Achse 
beschriebenen  Kreises  liegen.  —  Durch  Umkehrung  dieses 
Satzes  kommt  man  unter  Anderem  zu  dem  Resultate,  dass,  wenn 
man  auf  einer  Ellipsentangente  in  den  beiden  Punkten ,  worin  sie 
den  umgeschriebenen  Kreis  schneidet,  Senkrechte  errichtet,  jede  die- 
ser Senkrechten  dtirch  einen  ■  der  beiden  Brennpunkte  hindui-ch- 
gehen  muss. 

Tangenten  der  Ellipse.  Die  auf  Tangenten  bezüglichen 
Fundamentalaufgaben,  eine  Berührende  in  gegebener  Richtung  oder 
durch  einen  gegebenen  Punkt  an  eine  Ellipse  zii  legen ,  können  leicht 
geometrisch  mit  Hülfe  des  umgeschriebenen  Kreises  nach  dem  obigen 
Lehrsatze  gelöst  werden.  Die  analytische  Behandlung  dieser  Auf- 
gaben stüzt  sich  auf  die  Bedingungsgleichung  4) ,  welche  das  Kenn- 
zeichen für  den  Fall  enthält ,  in  welchem  eine  Gerade  zur  Tangente 
der  Ellipse  wird. 

*  Soll  erstens   eine  Gerade  mit  der  Richtungsconstante  31  die 
Ellipse  berühren,  so  gelten  füi'  diesen  Fall  die  Gleichungen 

aus  denen  die  unbekannte  Constante  n  eliminirt  werden  kann.  Es 
folgt  dann  als  Gleichung  der  Tangente  bei  gegebener 
Richtung: 


6)  y  =  Mx±i  j/a'  M''  +  h\ 

Da  hierin  die  Wurzelgrösse  nicht  zu  Null  werden  kann ,  so  sind  nach 
jeder  Richtung  hin  zwei  parallele  Tangenten  möglich,  welche  mit 
Rücksicht  auf  die  Form  von  Gleichung  6)  die  ?/- Achse  zu  beiden 
Seiten  des  Mittelpunktes  in  gleichem  Abstände  durchschneiden.  Was 
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die  Coordinaten  der  zugehörigen  Berührungspunkte  betrifft,  so  er- 
geben sich  dieselben  aus  den  Resultaten  der  folgenden  Aufgabe. 

Wird  nämlich  zweitens  die  Forderung  gestellt ,  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  X-^^y^  Tangenten  an  die  Ellipse  zu  legen,  so  läuft 
unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen  diese  Aufgabe  dar- 
auf hinavis,  Jf  und  n  zu  berechnen,  wenn  x-^^  und  y^  gegeben  sind. 
Die  hierzu  uöthigen  Bedingungsgleichungen  können  aber  ebenfalls 
benutzt  werden,  um  die  Werthe  von  x^  und  y^  aus  31  und  n  ab- 
zuleiten. 

Mit  Rücksicht  auf  die  gestellten  Bedingungen ,  dass  die  Gerade 
mit  den  Constanten  M  und  n  Tangente  sein  und  auf  ihr  der  Punkt 
x^y^  liegen  soll,  gelten  die  Gleichungen 

a^M'^  +  W  =  n^,         y^  =  Mx^  +  n, 

woraus  durch  Elimination  von  n  die  zur  Berechnung  von  M  die- 
nende Gleichung 

7)  («2  _  cc^)  jf  2  _^  2x,y,  M  +  (6^  -  y,')  -  0 

entsteht.  Die  Constante  n,  welche  einem  jeden  hieraus  berechneten 
M  zugehört ,  ergiebt  sich  aus 

8)  n=y^  —  3£Xj^. 

Die  Form  von  Nr.  7)  zeigt,  dass  durch  den  gegebenen  Punkt 
entweder  zwei  Tangenten  gelegt  werden  können ,  oder  nur  eine  oder 
endlich  keine  möglich  ist,  je  nachdem 

*/  yi^  ^  («^  —  *i^)  (^'^  —  Vi") 
oder  auch 

a^yj^  +  ^^^1^ ^  a^h^ , 

und  es  geht  aus  der  zu  Nr.  3)  in  §  20  gemachten  Bemerkung  her- 
vor, dass  diese  zu  unterscheidenden  Fälle  darauf  hinauskommen, 
ob  der  gegebene  Punkt  ausserhalb ,  auf  der  Peripherie  oder  inner- 
halb der  Ellipse  gelegen  ist. 

Passen  wir  zunächst  den  Fall  ins  Auge,  wo  sich  der  Punkt 
X-^y^  auf  der  Peripherie  befindet,  also  den  Berührungspunkt  abgiebt, 
so  erhalten  wir  aus  Nr.  7)  auf  sehr  einfache  Weise  die  Richtung  der 
Tangente ,  wenn  wir  vor  allen  Dingen  diese  Gleichung  mit  a^l)^  mul- 
tipliciren.    In'  dem  hieraus  entstehenden  Resultate 

«2  h'-  {a-  -  x^')  Jf  2  -j-  2  «2  &2  ^^  y^  J4;  _^  ^2  2,2  (p2  _  y^j  ^  Q 
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kann  nämlich,  wenn  x^^y^  Periplieriepunkt  ist,  nach  der  Ellipseu- 
gleichung  1) 

gesetzt  werden ,  und  mau  erhält  hieraus  : 

oder  nach  Wurzelausziehung  und  Eeduction  auf  M: 

9)  iJf--^. 

Aus  dieser  für  die  Eichtungsconstante  der  Tangente  im  Be- 
rührungspunkte x^y^  geltenden  Gleichung  folgt  unter  Anderem,  dass, 

so  lange  M  einen  gegebenen  Werth  besitzt,  auch  der  Quotient  — 

constant  bleiben  muss ,  wonach  sich  mit  Eücksicht  auf  die  Gleich- 
ung 1)  im  §  5  die  Berührungspunkte  paralleler  Tangenten,  deren 
es  nach  dem  Eesultate  der  vorigen  Aufgabe  je  zwei  giebt ,  auf  einer 
durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  (den  Coordinatenanfang)  gehen- 
den Geraden  befinden. 

Wird  das  Ergebniss  von  Nr.  9)  in  8)  eingesetzt,  so  findet  sich 
bei  neuer  Eeduction  mit  Hülfe  der  Ellipsengleichung 

7,2 

10)  n  =  -. 

Vi 

Die  Gleichungen  10)  und  9)  sind  auf  y^  und  x^  zu  reduciren ,  wenn 
aus  den  Constanten  einer  gegebenen  Tangente  die  Coordinaten  des 
Berührungspunktes  abgeleitet  werden  sollen.  Die  Ausführung  hier- 
von kann  der  Selbstübung  des  Lesers  überlassen  bleiben. 

Durch  Einsetzung  der  in  9)  und  10)  gefundenen  Werthe  in  die 
Gleichung  der  Geraden  er  giebt  sich  für  die  Gleichung  der  durch 
den  Berührungspunkt  x^y-^  gehenden  Tangente 

Ißx.         ,  W 

y  = ^  .x-\-—, 

a^Vi  Vi 

woraus  nach  gehöriger  Eeduction 

^  «2    -t-    2,2    --L 

hergeleitet  wird.  Für  die  Abscisse  des  in  der  a;- Achse  gelegeneu 
Punktes ,  die  wir  mit  m  bezeichnen  wollen ,  folgt  hieraus : 
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12)  m=-. 

Die  Werthe  10)  und  12)  siud  besonders  zur  geometrischeu  Darstel- 
lung der  Tangente  geeignet.  Da  nämlich  m  nur  von  a  und  x^  ab- 
hängt ,  so  müssen  in  allen  über  derselben  grossen  Achse  construirten 
Ellipsen  die  Berührenden  solcher  Punkte ,  die  eine  gleiche  Abscisse 
besitzen,  die  ic- Achse  in  demselben  Punkte  schneiden;  es  gilt  dies 
also  auch,  da  die  kleine  Achse  ganz  ausser  dem  Spiele  bleibt,  für 
die  Tangente  im  umgeschriebeneu  Kreise.  In  gleicher  Weise  wird 
mit  Rücksicht  auf  Nr.  10)  die  y  -  Achse  bei  gleich  bleibender  Ordi- 
nate der  Berührungspunkte  von  den  Tangenten  aller  über  derselben 
kleinen  Achse  befindlichen  Ellipsen  in  demselben  Punkte  geschnit- 
ten, also  auch  von  der  Tangente  im  eingeschriebenen  Kreise.  Hier- 
nach kann  die  Darstellung  der  Tangente  leicht  an  die  in  Fig.  41 
enthaltene  Construction  der  Ellipse  aus  den  über  den  Achsen  be- 
schriebenen KJreisen  angelehnt  werden. 

Befindet  sich  der  Punkt  a;^?/^,  durch  welchen  Berührende  an 
die  Ellipse  gelegt  werden  sollen ,  ausserhalb  der  Peripherie ,  so  führt 
eine  gleiche  Schlussfolgerung,  wie  die  zur  Herleitung  von  Nr.  3)  in 
§  10  und  Nr.  13)  in  §  16  angestellte,  zu  dem  Resultate,  dass 

die  Gleichung  der  Berührungssehne  darstellt.  Hiermit  kann  in  ähn- 
licher Weise ,  wie  es  bei  den  Tangenten  geschah ,  die  Berührungs- 
sehne in  der  Ellipse  mit  den  entsprechenden  Linien  im  umgeschrie- 
benen und  im  eingeschriebenen  Kreise  in  Zusammenhang  gebracht 
werden. 

Normalen  der  Ellipse.  Für  die  Normale  im  Ellipsen- 
punkte ajj^/i  ergiebt  sich  mittelst  der  in  Nr.  9)  gefundenen  Rich- 
timgsconstante  der  hierzu  senkrechten  Tangente  die  Gleichung : 

13)  v-yi=^^i«^-^i)- 

Wird  hierin  y  =  0  gesetzt ,  so  entsteht',  wenn  wir  die  zugehörige 
Abscisse  mit  |  bezeichnen,  für  die  Subnormale  der  Werth: 

14)  g-^,=-^, 

und  hieran»  für  ^  selbst  mit  Einführung  der  numerischen  Excentri- 
cität  nach  bekannten  Reductionsformeln : 

Aual.  Geom.  I.  Q 
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15) 


Fisf.  45. 


Hieraus  wird  iTuter  Berücksiclitiguug  des  Umstandes ,  dass  die  x 
aller  EUipsenpiinkte  zwischen  den  Grenzen  +  a  und  —  a  enthalten 
sind,  leicht  abgeleitet,  dass  die  grosse  Achse  von  jeder  Normale 
zwischen  den  beiden  Brennpunkten  und  zwar ,  von  der  kleineu  Achse 
aus  gerechnet,  auf  derselben  Seite  geschnitten  wird,  auf  welcher 
sich  der  zugehörige  Ellipsenpunkt  befindet. 

Sind  nun  in  Fig.  45  F^  und 
F^  die  beiden  Brennpunkte ,  ist 
ferner    C  der   Mittelpunkt   der 
Ellipse   und  P^N  die  Normale 
des    Punktes   P^ ,    so   hat  man 
I  =  CJV,  und  hiernach  folgt  für 
die  Abstände  des  Punktes  N  von  den  beiden  Brennpunkten : 
NF-^  =  c  —  ^  =  £  (a  —  £  icj 
F.,N==c+'^=t{a-\-BX,). 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  §  20  unter  17)  und  18)  gefundenen  Län- 
gen der  Brennstrahlen  P^-F^  nnd  F^P^  ist  also 

NF,=  s.P^F^,         F,N=s.F,P,. 
Dies  giebt  die  Proportion: 

16)  F,N:NF,  =  F,P,:P,F,, 

woraus  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze  geschlossen  wird, 
dass  die  Normale  P^  JV"  den  Winkel  F^P^F^  halbirt.*  Man  erhält 
so  den  Satz:  die  Normale  eines  jeden  Ellipsenpunktes 
bildet  mit  den  zugehörigen  Brennstr  ahlen  gleiche  Win- 
kel.' Geometrisch  wird  hieraus  abgeleitet,  dass  die  Tangente  T'T 
den  Winkel  F^P^L  halbirt,  welchen  ein  Brennstrahl  mit  der  Ver- 
längerung des  anderen  einschliesst.    Zu  demselben  Resultate  gelangt 


*  Setzt  man  LNPiFi^yi,  LFzPiN=y.i,  LPiNFt^v,  so  gel- 
ten die  Proportionen: 

sin  yi  :  sin  v  =  NF^  :  Pi  F\ 

sin  ya  :  sin  v—F^N:  -F2-P1 
Hieraus  folgt: 

siny^  F^N  _  F^P^ 


sm  yx 
also  mit  Rücksicht  auf  16) 

sin  y, 
sin  yi 


NF,  '  PiFi' 

=  1 ,  sin  yz  =  sin  y,  u.  s.  f. 
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mau  durch  Berecliuimg  der  Strecken  F^  T  und  F^  T  mit  Hülfe  von 
Nr.  12) ;  dieselben  stehen  ebenfalls  im  Verhältniss  der  Brennstrahlen. 
Die  Länge  der  Normale  P^N-,  die  wir  mit  u  bezeichnen 
wollen ,  findet  sich  aus  der  Formel : 

Mit  Benutzung  des  obigen  Werthes  von  ^  und  der  für  a\y^  geltenden 
Ellipsengleichung  erhält  man  hieraus  nach  einigen  Reductionen : 

17)  ^<2=^(a^-^^cr,^), 

oder,  wenn  man  für  die  Brennstrahlen  Pj-F\  und  F.^F^  die  bereits 
in  §  20  angewendeten  Bezeichnimgen  S-^  und  ^g  gebraucht, 

18)  ^^^^^•^^'a- 

Hiera.uf  kann  eine  einfache  Formel  für  die  Grösse  des  Winkels  basirt 
werden,  welchen  die  Normale  mit  jedem  der  Brennstrahlen  ein- 
schliesst,  und  den  wir  mit  y  bezeichnen  wollen.  Nach  einem  be- 
kannten trigonometrischen  Satze  erhält  man  nämlich  im  Dreieck 
F^P^F^  Fig.  45,  dessen  drei  Seiten  gleich  0^^  z^  und  2c  sind, 


also  mit  Rücksicht  auf  §  20  Nr.  19)  und  §  14  Nr.  9) 


COS"  y  = 

01    Za 


Wird  diese  Gleichung  durch  Multiplication  mit  Nr.  17)  verbunden, 
so  entsteht  das  Eesiütat: 

u"  cos^  y  =  -^ , 

oder  nach  §  14  Nr.  6) ,  bei  Beachtung  des  Umstandes ,  dass  nur  po- 
sitive Werthe  von  cos  y  in  Frage  kommen  können, 

19)  tt  cos  y  =^p , 

wobei  p  den  Halbparameter  darstellt.  Nach  dieser  Formel  kann  der 
Winkel  y  leicht  berechnet  werden;  zugleich  ist  darin  der  Lehrsatz 
enthalten:   In  der  Ellipse   giebt  die  Projection  der  Nor- 

9* 
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m  ale  auf  einen  Brenhstr  all  1  des  zu  gell  ör  igen  Per  ipherie- 
punktes  den  Halbparanieter*. 

%22. 

Fortsetzung. 

Dnrclimesser  der  Ellipse.  Wir  sind  berechtigt,  die 
Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  durch  a^M^  +  h^  zu  divi- 
diren;  weil  dieser  Werth  immer  von  Null  verschieden  sein  muss. 
Dann  entsteht  für  die  Abscissen  derjenigen  Punkte,  welche  die  in 
Untersuchung  stehende  Gerade  mit  der  Ellipse  gemein  hat,  die 
Gleichung : 

Angenommen  nun,  die  Ellipse  werde  von  der  Geraden  in  zwei  reellen 
Punkten  geschnitten,  so  soll  mit  xy  der  Mittelpunkt  der  zwischen 
den  beiden  Durchschnittspunkten  enthaltenen  Sehne  bezeichnet  wer- 
den. Sind  also  a?^  und  x^  die  Wurzeln  der  obigen  Gleichung,  y^  und 
2/2  die  dazu  gehörenden  Ordinaten,  so  ist 

■*—       2      '  ^~      2      ' 

Mit  Rücksicht  auf  die  Summe  der  Wurzeln  von  Nr.  1)  und  auf  die 
Gleichung  der  Geraden  ergiebt  sich : 

Hieraus  erhält  man  durch  Elimination  von  n  für  die  Mitten  einer 
Schaar  paralleler  Sehneu  (mit  der  gemeinschaftlichen  Richtungscon- 
stante  31)  die  Gleichung: 

3)  a^My  +  h^x^O. 

Aus  der  Form  dieser  Gleichung  folgt:  Die  Mitten  aller  paral- 
lelen   Sehnen   einer  Ellipse  liegen  in   einer   durch  den 


*  Da  sich  dieser  Satz  unabhängig  von  der  Grösse  der  Achsen  zeigt, 
so  muss  er  auch  für  die  Parabel  gelten,  von  der  wir  früher  (vgl.  die 
aus  der  Zusammenstellung  der  Grleichungen  unter  Nr.  IG  in  §  14  ge- 
zogenen Folgerungen)  gesehen  haben,  dass  sie  als  Ellipse  mit  unend- 
licher grosser  Achse  aufgefasst  werden  kann.  Ohne  alle  Rechnung  er- 
giebt sich  übrigens  dort  dieselbe  Eigenschaft  aus  der  Grösse  der  Sub- 
normale miteist  der  zu  Fi^.  36  angestellten  Betrachtungen. 
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Mittelpunkt  gehenden  Geraden.  Die  Cnrve  besitzt  also  ge- 
radlinige Durchmesser ,  die  sich  sämmtlich  im  Mittelpunkte  schnei- 
den ,  und  es  kann  hiernach  dieser  Punkt  mittelst  des  Durchschnittes 
zweier  Geraden  construirt  werden,  von  denen  jede  ein  Paar  paralleler 
Sehnen  halbirt.  Bei  einer  vollständig  gegebenen  Ellipse  reicht  übri- 
gens hierzu  bereits  die  Construction  eines  einzigen  Durchmessers 
hin,  da  dessen  Mitte  mit  dem  Mittelpunkt  zusammenfallen  muss. 
Bringen  wir  Nr.  o)  auf  die  Form 

so  findet  sich  für  die  Richtungsconstante  des  Durchmessers,  die  wir 
mit  31'  bezeichnen  wollen,  die  Gleichung 

oder  auch: 

d.  h.  die  Richtungsconstanten  eines  beliebigen  Systems  paralleler 
Sehnen  und  ihres  zugehörigen  Durchmessers  bilden  für  jede  Ellipse 
ein  unveränderliches  Product.  Da  hierbei,  unbeschadet  der  Rich- 
tigkeit der  Gleichung ,  die  Factoren  M  und  M'  ihre  Rollen  austau- 
schen können,  so  folgt,  dass,  wenn  man  den  Sehnen  die  Richtung 
des  zugehörigen  Durchmessers  giebt,  letzterer  die  Richtung  der 
Sehnen  annimmt.  Legt  man  also  zu  den  Sehnen,  welche  von  einem 
Durchmesser  halbirt  werden,  eine  Parallele  durch  den  Mittelpunkt, 
so  ist  diese  Parallele  selbst  wieder  Durchmesser  für  diejenigen  Seh- 
nen, welche  mit  dem  ersten  gleiche  Richtung  haben.  Zwei  in  der 
angegebenen  Weise  von  einander  abhängige  Durchmesser  heissen 
zugeordnete  oder  conjugirte  Durchmesser.  Einer  derselben 
kann  immer  in  beliebiger  Richtung  durch  den  Mittelpunkt  der  El- 
lipse gelegt  werden ;  man  findet  dann  den  andern ,  wenn  man  den 
Halbirungspunkt  einer  dazu  parallelen  Sehne  geradlinig  mit  dem 
MitteliDunkte  verbindet.  Ebenso  folgt,  dass,  wenn  man  durch  den 
Mittelpunkt  zwei  Gerade  so  legt,  dass  von  jeder  eine  zu  der  andern 
parallele  Sehne  halbirt  wird,  diese  Geraden  conjugirte  Durchmesser 
sein  müssen.  Mau  erreicht  dies  z.  B.,  wie  leicht  geometrisch  nach- 
gewiesen werden  kann ,  wenn  man  durch  den  Mittelpunkt  Parallelen 
zu  zwei  Sehnen  zieht,    welche  die  Enden  eines  Durchmessers  mit 
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einem  beliebigen  Punkte  der  Ellipse  verliinden.  Sehnen  dieser  Art 
werden  Supplementär  sehnen  genannt;  man  erhält  also  den 
Satz:  Durchmesser  der  Ellipse,  die  mit  zwei  Supple- 
mentarsehnen  parallel  laufen,  sind  conjugirt. 

Die  beiden  Achsen  der  Ellipse  sind  als  ein  specieller  Fall  der 
conjugirten  Durchmesser  zu  betrachten ,  und  zwar  als  der  einzige, 
wo  diese  Linien  senkrecht  auf  einander  stehen.  Für  jeden  andern 
Fall  gilt  nämlich ,  wenn  mit  a  und  ß  die  Winkel  bezeichnet  werden, 
welcbe  die  Eichtung  der  beiden  Durchmesser  gegen  die  Achse  der 
positiven  x  bestimmen,  nach  Nr.  4)  die  Eelation 

5)  tan  K  .  tan  ß  = ^ . 

■       a'^ 

Bei  rechtwinkliger  Lage  müsste  dieses  Product  zu  —  1  werden,  was 
bei  Ausschliessung  des  vorerwähnten  speciellen  Falles ,  in  welchem 
das  Product  der  beiden  Winkeltangenten  die  unbestimmte  Form 
0  .  QO  annimmt,  allgemein  nur  möglich  ist,  wenn  &  =  rt,  d.  h.  wenn 
die  Ellipse  in  einen  Kreis  übergeht.  —  Die  Bemerkung,  dass  die 
beiden  Achsen  den  einzigen  Fall  darstellen ,  in  welchem  conjugirte 
Durchmesser  einen  rechten  Winkel  einschliessen ,  gewährt  ein  ein- 
faches Mittel ,  in  einer  Ellipse  mit  gegebenem  Mittelpunkte  die  Lage 
der  Achsen  zu  bestimmen.  Beschreibt  man  nämlich  über  einem 
Durchmesser  einen  die  Ellipse  schneidenden  Halbkreis  und  verbindet 
den  Durchschnittspunkt  geradlinig  mit  den  Enden  des  Durchmessers, 
so  erhält  man  zwei  auf  einander  senkrechte  Supplementarsehnen ; 
die  hierzu  parallelen  Durchmesser  sind  also  die  beiden  Achsen. 

^Das  in  Nr.  5)  rechterhand  befindliche  Vorzeichen  weist  darauf 
hin ,  dass  von  den  Winkeln  a  und  ß  der  eine  immer  spitz ,  der  an- 
dere stumpf  sein  muss ,  dass  also  jeder  der  beiden  Durchmesser  von 
den  vier  Quadranten  der  Ellipse  zwei  gegenüberliegende  durch- 
schneidet. Verstehen  wir  nun  unter  a  den  spitzen  dieser  beiden 
Winkel,  so  ist  jS  —  «  der  von  der  kleinen  Achse  durchschnittene 
Winkel ,  welcher  die  beiden  Durchmesser  zu  Schenkeln  hat ;  in  die 
Nebenwinkel  des  letzteren  fällt  die  grosse  Achse.  Bezeichnen  wir 
dieses  Supplement  von  ß  —  a  mit  ra ,  so  ist 

,         ^,  tan  a  —  tan  ß 

tan  03  ■=  tan  ia  —  p)=^  -^r-r~, ; ,  ■, 

^        ^^      l  +  tana.tanß 

und  es  folgt  hieraus ,  wenn  mit  Hülfe  von  Nr.  5)  der  Winkel  ß 
eliminirt  wird, 
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a^  tan  u-\-W  cot  a 


6)  tan  CO 


Z>2 


Da  dieser  Wertli  immer  positiv  ist ,  so  zeigt  sich ,  dass  von  den 
beiden  durch  die  eonjugirten  Durchmesser  begrenzten  Nebenwinkeln 
der  stumpfe  von  der  kleinen ,  und  der  spitze  von  der  grossen  Achse 
durchschnitten  wird.  Der  letztere  (in  unserer  Bezeichnung  co)  führt 
den  Namen:  Conjugations winkel.  Für  die  Grösse  desselben 
gilt  die  Formel  6),  woraus  nach  goniometrischeu  Sätzen  das  Re- 
sultat 

.2     (ß^  itcn  ö  +  Z>^  cot  ccY 

oder  nach  einfacher  Umformung 

{a-  sin^  ci  +  ^''  cos'^  a)'^ 


7)  sin^  CO  -- 


a'^  sin'cc  +  y^cos^a 


abgeleitet  wird.  Die  letztere  Formel  wird  später  dazu  dienen,  die 
Grösse  des  Conjugationswinkels  von  den  Längen  der  Durchmesser 
abhängig  zu  machen. 

Die  eonjugirten  Durchmesser  lassen  sich  noch  in  eine  einfache 
Beziehung  zu  den  Tangenten  der  Ellipse  bringen,  wenn  man  auf 
Nr.  3)  zurückgeht,    ßeducirt  man  nämlich  auf  iLf ,  so  entsteht : 

8)  M==--^, 

a-y 

wobei  X  y  als  Sehneumittelpunkt  einen  Punkt  des  zugehörigen 
Durchmessers  und  M  als  Richtu.ngsconstante  der  Sehne  die  Richtung 
des  eonjugirten  Durchmessers  anzeigt.  Da  der  Durchmesser  mit  dem 
Punkte  xy  durch  den  Coordinatenanfang  geht,  so  gilt,  wenn  wir 
mit  x^  und  y^  die  Coordinaten  eines  der  beiden  Punkte  bezeichnen, 
worin  er  die  Ellipse  schneidet,  die  Proportion 

x:x^=y:y^, 

durch  deren  Anwendung  Nr.  8)  in  die  Formel  9)  des  vorhergehenden 
Paragraphen  übergeführt  werden  kann.  Da  durch  diese  Formel  die 
Richtung  der  Tangente  im  Punkte  x^y^^  bestimmt  wurde,  so  folgt 
der  Satz:  Jeder  Durchmesser  der  Ellipse  läuft  parallel 
mit  den  Tangenten  der   in   seinem  eonjugirten  Durch- 
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messer  gelegeneu  Ellipsenpunkte. '^'  Hiernach  ist  es  leicht, 
eine  Tangente  mittelst  des  durch  ihren  Berührungspunkt  gehenden 
Durchmessers  zu  construiren,  indem  man  die  Eichtung  des  hierzu 
conjugirten  Durchmessers  ermittelt. 

Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  ein  schiefwinkliges 
Coordinatensystem ,  dessen  Achsen  mit  zwei  conjugirten  Durch- 
messern zusammenfallen,  so  müssen  nach  der  Eigenschaft  dieser 
Linien  jedem  Werthe  der  einen  Coordinate  Doppelwerthe  der  andern 
Coordinate  von  gleicher  Grösse  und  entgegengesetztem  Vorzeichen 
zugehören;  die  auf  dieses  System  bezogene  Gleichung  der  Ellipse 
muss  daher  wieder  in  Beziehung  auf  x  sowohl ,  als  auf  y  rein  qua- 
dratisch sein.  Wir  können  diese  Bemerkung  durch  xA^nwendting  der 
Transformationsformeln  bestätigen.  Sind  a  und  /3  die  W^inkel, 
welche  der  Reihe  nach  in  der  im  §  4  zu  Fig.  10  festgestellten  Dreh- 
richtung die  neue  x-  imd  ?/- Achse  mit  der  grossen  Achse  der  Ellipse 
bilden,  so  ist  beim  Uebergange  zum  neuen  System  nach  Nr.  1)  des 
angeführten  Paragraphen 

xcosa-\-y  cos  ß  für  x 

X  sin  cc -\- y  sin  ß   ,,   y 
zu  setzen.    Man  erhält  dann  als  Gleichung  der  Ellipse 
fx  cosa  -{-y  cos  ß\}      fx  sin a-\-y  sinß\^ _ 

V      a      J'^v    ~~h      ;^  ' 

und  hieraus  nach  einigen  Umformungen 

fa^  sin^  ci-\-lf  cos^ "\    2  i    f'^^  ^'^"^^ /3  +  ^^  cos^ ß\    ^ 

.  ^  fa^  sin  a  sinß  +  Iß  cos  a  cos  ß\  ^ 

+H ?F — ^ — )"-'=^- 

Aus  Nr.  5)  ergiebt  sich ,  dass  für  conjugirte  Durchmesser  als  Coor- 
dinatenachsen  der  Zähler  des  zum  Factor  xy  zugehörigen  Klammer- 
inhaltes zu  Null  wird.    Gebraucht  man  daher  noch  die  Abkürzungen: 

■*■       a/^  sin^ «  +  ^'^  cos^  a 

'^~~a^sin'-ß-\-'b''cos^-ß' 


*  Veranschaulicht  wird  dieser  Satz  durch  parallele  Verschiebung 
der  Sehne,  wobei,  wenn  schliesslich  beide  Endpunkte  zusammenfallen, 
die  Gerade,  von  welcher  die  Sehne  eine  begrenzte  Strecke  darstellte, 
in  eine  Tangente  übergeht. 
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so  bleibt  die  auf  zwei  conjugirte  Durchmesser  bezogene 
Ellipsengleichung: 


'«)  i0H0- 


Die  Vergleichung  der  Formeln  9)  mit  der  in  §  20  Nr.  3)  aufgestell- 
ten Polargleichung  der  Ellipse  zeigt ,  dass  hierin  a^  und  &^  die  in 
den  Coordinatenachsen  gelegenen  Halbmesser  darstellen.    Bestätigt 
wird  diese  Bemerkung,  wenn  wir  in  Nr.  10)  eine  der  beiden  Coor 
dinaten  zu  Null  werden  lassen. 

Aus  der  Uebereinstimmung  der  Form  von  Nr.  10)  mit  der  auf 
die  beiden  Achsen  der  Ellipse  bezüglichen  Gleichung  dieser  Curve 
folgt ,  dass  alle  aus  dieser  Form  entnommenen  Schlussfolgerungen, 
soweit  sie  von  der  rechtwinkligen  Lage  des  Coordinatensystems  un- 
abhängig bleiben,  auch  dann  noch  Anwendung  finden,  wenn  bei 
schiefwinkligem  Coordinatensystem  die  Achsen  die  Rolle  conjugirter 
Durchmesser  spielen.  Was  z.  B.  die  im  §  20  gegebenen  Constructio- 
nen  der  Ellipse  betrifft ,  so  kann  die  in  Fig.  43  dargestellte  unver- 
ändert beibehalten  werden,  wenn  man  das  mit  den  Halbachsen  ge- 
bildete Rechteck  gegen  ein  über  zwei  conjugirten  Halbmessern  be- 
schriebenes Parallelogramm  austauscht.  Auch  alle  übrigen  Con- 
structionen  lassen  sich  auf  die  conjugirten  Durchmesser  übertragen, 
wenn  man  anfangs  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a^^  und  &j^  bildet 
und  dann  die  den  einzelnen  Abscissen  zugehörigen  Ordinaten  in  die 
nöthige  schiefe  Lage  überführt.  Ebenso  behalten  die  auf  die  Tan- 
gentengieichung  bezüglichen  Entwickelungen ,  insofern  man  von 
der  goniometrischen  Deutung  der  Eichtungsconstante  absieht,  ihre 
volle  Geltuncr.   Die  Gleichuno? 


^1^  ,  Pty 


stellt  wieder  die  Gleichung  der  Tangente  im  Berührungspunkte  x^  y^ 
dar,  oder  gehört  der  Berührungssehne  an,  wenn  der  Punkt  x^^y^ 
ausserhalb  der  Ellipse  gelegen  ist. 

Zwischen  den  Grössen  conjugirter  Halbmesser  finden  zwei  wich- 
tige Relationen  statt,  welche  aus  den  in  Nr.  9)  gegebenen  Werthen 
entlehnt  werden  können.  Zur  Ableitung  dieser  Relationen  ist  es 
zunächst  nothwendig,  beide  Halbmesser  von  demselben  Winkel, 
z.  B.  von  cc ,  abhängig  zu  machen.    Drückt  man  zu  diesem  Zwecke 
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sin^ß  und  cos"ß  in  Nr.  9)  durch  die  Tangente  aus,  so  entsteht,  wenn 
man  zugleich  im.  Zähler  und  Nenner  mit  a^  multiplicirt, 


^_an^+tan^ß) 


^^        aHan^ß  +  aH^' 
worin  mit  Rücksicht  auf  Formel  5) 

a^tan^ßr=¥cofa 

gesetzt  werden  kann.    Dividirt  man  dabei  noch  Zähler  und  Nenner 
durch  Iß',  so  ergiebt  sich: 


1  ~  a^  +  h'-cot^a' 
und  hieraus: 

7  2*^  ^^"^^^  a  +  &^  cos^  a 
,  ^        a"  sm"  a-\-o^  cos^  a 

Wird  dieser  Werth  mit  dem  unter  9)  enthaltenen  Ausdrucke  von  a^ 
multiplicirt,  so  entsteht  das  Resultat: 

„ ,  „      a?lß  (a'^sin^  a-\-h'^  cos^  a) 

ci    0    = ^ - - - 

^    ^  («^  sin^  a-\-b^  cos^  a)^    ' 

und  hieraus  mit  Berücksichtigung  von  Nr.  7) 

oder 

13)  «i&i  sina  =^al). 

Dies  giebt  unter  Anderem  die  geometrische  Deutung:  In  einer 
Ellipse  sind  alle  Parallelogramme,  welche  entstehen, 
wenn  man  die  Endpunkte  irgend  zweier  conjugirten 
Durchmesser  geradlinig  verbindet,  flächeugleich.  \ 

Wird  ferner  das  unter  12)  erhaltene  Resultat  zu  dem  in  Nr.  9) 
aufgestellten  Werthe  von  a^  addirt,  so  folgt  ' 

2  _^  ^  2  _  a*  sin^  a-\-  a^lß  -\-'b'^  cos^  a 

ar'  sin^  a-\-b^  cos^  a 
oder  auch 


2      ,  2  _  ^^  ^^**^ "  i^^  +  ^^)  +  ^^  ^^^^ "  (^*^  +  ^^) 


und  hieraus  endlich: 

14)  a^^^l)^^^a^-^h\ 

d.  h.  in  einer  Ellipse  ist  die  Summe  der  Quadrate  irgend 
zweier  conjugirten  Halbmesser  constant.  Dasselbe  gilt 
dann  auch  von  der  Grösse  der  conjugirten  Durchmesser. 
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Die  Unveränderliclikeit  der  Summe  a^^-^hj^  ^eigt,  dasa  das 
Product  «i^&i^,  also  auch  a^Z^j  möglichst  gross  und  damit  nach 
Nr.  13)  der  Sinus  des  Conjugatiouswinkels  möglichst  klein  werden 
muss,  wenn  die  beiden  coujugirten  Durchmesser  gleich  lang  sind. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Ausdrücke  9)  findet  sich  leicht ,  da.ss  dies  nur 
vorkommen  kann ,  wenn  ß  =  180°  —  «,  d.  h.  wenn  die  grosse  Achse 
den  Conjugationswinkel  halbirt.    Aus 

tan  ß  =  —  tan  a  und  tan  a  .  tan  ß= ^ 

folgt  dann,  wenn  wir  immer  noch  unter  a  den  spitzen  Winkel  ver- 
stehen , 

15)  tan  a  =  — . 

a 

Die  Diagonalen  eines  Eechteckes ,  dessen  Seiten  die  Tangenten  der 
Achsenscheitel  bilden,  stellen  hiernach  die  g  1  e  i  c  h  e  n  c  o  n  j  u  g  i  r  t  e  n 
Durchmesser  dar  und  schliessen  den  kleinsten  in  der  Ellipse  mög- 
lichen Conjugationswinkel  ein.  Bezeichnen  wir  mit  Ic  einen  der 
gleichen  Halbmesser,  so  ergiebt  sich  aus  14) 

16)  F  =  q±^ 

und  für  den  zugehörigen  kleinsten  Conjugationswinkel 
aus  13) 

17)  sin  CO 


ein  Werth,  der  leicht  mittelst  der  Formel  15)  durch  Berechnung 
von  5m2a  verificirt  werden  kann.  —  Die  auf  die  gleichen  Durch- 
messer als  Coordiuatenachsen  bezogene  Ellipsengleichung  lautet 
nach  10) 

18)  x'  +  y-^Jc\ 

ist  also  mit  der  Mittelpunktsgleichung  des  EJreises  für  rechtwinklige 
Coordinaten  identisch ,  nur  dass  sie  bei  der  Ellipse  für  ein  einziges 
Coorclinatensystem ,  und  zwar  für  ein  schiefwinkliges,  Geltung 
findet. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  13)  und  14)  können  irgend  zwei 
der  darin  enthaltenen  fünf  Grössen  berechnet  werden,  wenn  die 
drei  anderen  gegeben  sind;  man  kann  daher  z.  B,  aus  zwei  nach 
Lage  und  Grösse  bestimmten  conjugirten  Durchmessern  die  Achsen 
finden.  Am  leichtesten  gelangt  man  hierbei  zum  Ziele ,  wenn  man 
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Summe  und  Differenz  der  beiden  Halbachsen  als  Unbekannte  be- 
tracbtet.  Aus  der  Verbindung  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 
entstehen  nämlich  die  Formeln 


(a  +  W  =  ^i  +  ^1^  +  2  a^  t^  sin  « 
{a  —  hy  =  a^'  +  &j^  —  2 a^ \  sin co 


oder 
19) 


(a  -I-  hf  =  «^2  +  1,2  -2a^\  cos  (90«  +  ») 
{a  -  J)f  =  ttj^  +  \^-2 a^  \  cos  (90"  ~  a>). 

Diese  Ausdrücke  lassen  eine  einfache  geometrische  Darstellung  zu, 
da  die  rechterhand  stehenden  Werthe  als  Seiten  zweier  Dreiecke 
aus  zwei  mit  dem  eingeschlossenen  Winkel  gegebenen  Seiten  con- 
struirt  werden  können.  Sind  nämlich  CÄ^Ä'C=ai  und  CJB 
=  B'C=bj^  in  Fig.  46  die  conjugirten  Durchmesser,  welche  den 
Conjugationswinkel  ÄCB=co  einschliessen ,  so  errichte  man  CD 
=  GÄ  senkrecht  auf  Ä' Ä]  dann  ist  BD ;=  a  —  h  und  B' D=:a-\-l). 

Fig.  46. 
D 


Zieht  man   nun  CE//BD,   so  wird 

CE: 


ED  =  —^ — ,  folglich, 


2    ^---     2 
wenn  man  GE=GE  nimmt,  GD = a, 
B'G  =  1). 

Ist  die  Grösse  der  Achsen  ge- 
funden, so  kann  man  die  Lage  der 
grossen  und  damit  auch  die  der 
kleinen  Achse  aus  einer  der  For- 
meln 9)  berechnen.  Man  findet  z.  B.  aus  dem  Werthe  für  a^^,  wenn 
man  Sinus  und  Cosinus  durch  Tangente  ausdrückt, 

,      aH^l  +  tan^  cc) 

n   ^  ■ — 


und  hieraus 

oder  auch 
20) 


tan^  a  = 


«2  (a,2  _  h') 


tancc 


^V 


(a  +  rtj)  {a  —  a^) 


(«,  +  &)(«,-&)• 

Einfacher  gelangt  man  jedoch  constructiv  zum  Ziele,  wenn  man 
mittelst  der  grossen  Achse  den  umgeschriebenen  Kreis  bildet,  pa- 
rallel zu  jedem  der  beiden  Durchmesser   die  Tangenten  der  End- 
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punkte  des  conjngirten  Diirclimessers  legt  und  dann  den  Satz  be- 
nutzt ,  dass  die  in  den  Durchschnitten  der  Tangenten  und  des  um- 
geschriebenen Kreises  errichteten  Perpendikel  durch  die  Brennpunkte 
gehen.  Mit  Hülfe  der  Brennpunkte  ist  die  Lage  der  grossen  Achse 
vollständig  bestimmt. 

§23. 
Die  Krümmungskreise  der  Ellipse. 

Bei  Untersuchung  der  gegenseitigen  Lagen  der  Ellipse  und 
eines  Kreises,  deren  Crleichungen  beiderseits  dem  zweiten  Grade 
angehören ,  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise ,  wie  bei  der  entsprechen- 
den auf  Parabel  und  Kreis  bezüglichen  Betrachtung  (§  18),  eine 
Gleichung  vierten  Grades ,  aus  deren  Wurzeln  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  beider  Linien  zu  entnehmen  sind.  Beschränkt  man  sich 
hierbei  wieder  auf  den  besonders  wichtigen  Fall,  wo  drei  dieser 
Pimkte  zusammenfallen,  also  die  Gleichung  drei  gleiche  Wurzeln 
enthält  und  der  KJreis  nach  den  im  §  18  aufgestellten  Begriffen  die 
Bedeutung  des  K  r  ü  m  m  u  n  g  s  k  r  e  i  s  e  s  erhält,  so  gelangt  man  jedoch 
einfacher  als  durch  Discussion  der  Gleichung  vierten  Grades  zur 
Bestimmung  des  zugehörigen  Krümmungsmittelpunktes, 
wenn  man  auf  Grund  der  an  der  angegebenen  Stelle  gewonnenen 
Begriffe  diesen  Punkt  als  die  Grenzlage  auffasst,  in  welche  der 
Durchschnittspunkt  der  Normalen  zweier  Ellipsenpunkte  übergeht, 
wenn  die  letzteren  in  einen  einzigen  zusammenschwinden.  Von  die- 
ser Aiiffassung  aus  ergiebt  sich  der  folgende  ßechnungsgang. 

Nehmen  wir  die  beiden  Achsen  der  Ellipse  in  der  früheren 
Weise  als  Coordinatenachsen  an,  so  lautet  nach  §  21  Nr.  13)  die 
Gleichimg  der  Normale  im  Ellipsenpunkte  x^y-^^: 

Durch  einfache  Umgestaltung  kommt  dieselbe  auf  die  Form : 

1)  a^y^x  —  lßx^y=-  {a^  —  Iß)  x^y^. 

In  gleicher  Weise  erhält  man  für  eine  zweite  Normale  im  Punkte 
x^y^  die  Gleichung: 

2)  «^2/2 x~lßx^y^  ia^  —  W)  x^ y^ , 

aus  deren  Verbindung  mit  Nr.  1)  die  Coordinaten  des  Durchschnittes 
beider  Linien  zu  berechnen  sind.  Man  erhält  durch  Elimination 
von  y. 
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% 


oder,  wenn  wir  die  mimerische  Excentricität  £  iiud  die  Abkürznno- 


einführen , 


\  m  / 


Nacli  §  5  Nr.  11)  stellt  hierbei  m  die  Abscisse  desjenigen  Punktes 
der  X  -  Achse  dar ,  in  welchem  sie  von  der  Verbindungsgeraden  der 
Punkte  iCj 2/1  i-iiid  ajg 2/2  geschnitten  wird.  Lässt  man  nun,  um  zum 
lüümmungsmittelpiinkte  zu  gelangen ,  die  Punkte  x^  y^  und  x^  y^  in 
einen  übergehen,  so  wird  die  Verbindungsgerade  zur  Tangente 
des  Punktes  x-^^y^^  folglich  nach  §  21  Nr.  12) 

m  =  — . 

Hieraus  entsteht  für  die  Abscisse  des  zu  X-^^y^  zugehörigen  Ki'üm- 
mnngsmittelpunktes  der  Werth : 


3) 


x=^ 


e2^^3 


Dieser  Ausdruck  kann  leicht  construirt  und  damit  der  in  der  Nor- 
male gelegene  Krümmungsmittelpunkt  gefunden  werden.  Nach  §  21 
Nr.  15)  ist  nämlich  i^X-^^  die  Abscisse  des  Durchschnittspuuktes  von 
Normale  und  a;- Achse,  die  wir  mit  'S,  bezeichnen.    Dann  folgt: 


risf.  47. 


wobei  sich  der  in  der  Klammer  enthaltene  Quotient  mittelst  des  über 
der  grossen  Achse  beschriebenen  Kreises  darstellen  lässt.  Ist  P  in 
Fig.  47  derjenige  Punkt  dieses  Kreises,  der 
mit  P^  die  Abscisse  CM=Xj^  gemein  hat, 
so  ist,  wenn  wir  L  MCP=  a  setzen,  so  dass 
a  die  sogenannte  excentrische  Anomalie  des 
Punktes  Pj  darstellt, 

-^=cosa. 
a 

Wird  nun  in  P^  N  die  Normale  des  Punktes 

Pj  gezogen,  so  ist 

x  =  CN .  cos^a. 
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folglich,  wenn  iViT  senkrecht  auf  CP^  und  KO  senkrecht  auf  CM 
errichtet  wird ,  GL  =  x ,  und  0  der  gesuchte  Krümmungsmittel- 
punkt. 

Substituiren  wir  den  Werth  von  x  in  der  Gleichung  1)  der  Nor- 
male, so  erlangen  wir  für  die  Ordinate  von  0  das  Resultat: 


2/  = 


¥ 


oder,   wenn  wir  mittelst   der  Ellipsengleichuug  x-^   durch  y^  aus- 
drücken , 

9       9         Q 

4)  .  =  -^. 

Die  Einsetzung  von  x  imd  y  in  die  Gleichung 

9^  =  (^  -  ^1?  +  {y-  Vif 
(vgl.  §  18  Nr.  11)  lässt  den  Krümmungshalbmesser  q  berechnen. 
Man  erhält ,  wenn  man  beide  Coordiuaten  durch  x^^  ausdrückt  und 
soweit  als  möglich  reducirt. 


5) 

9'  = 

.(«': 

-  B^X.^f 

Nach  §  21  Nr. 

17) 

ist  hierin 

a^- 

f^a-j 

2       a^  ti^ 

wenn  u  die  Länge  der  Normale  bezeichnet,  folglich 


r= 


a'^u^' 


und 

übereinstimmend  mit  dem  in  §  18  Nr.  13)  gefundenen  Werthe  des 
Krümmungshalbmessers  der  Parabel.    Beachten  wir,  dass  nach  §  21 

Nr.  19)  der  Ausdruck  —  wie  in  der  Parabel   die  Secante   des   von 

P 
Normale   und  Brennstrahl  eingeschlossenen  Winkels  bedeutet,   so 
gelangen  wir  zu  dem  Resultate ,  dass  die  in  Fig.  36  enthaltene  Con- 
struction  des  Krümmungshalbmessers  auch  für  die  Ellipse  ungeän- 
derte  Anwendung  findet. 
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§24. 
Die  Quadratur  der  Ellipse. 

Auf  die  iu  §  20  Nr.  7)  gefiindene  Proportionalität,  welclie 
zwischen  den  Halbachsen  einer  Ellipse  und  den  zu  gleicher  Abscisse 
gehörenden  Ordinaten  der  Ellipse  und  des 
über  der  grossen  Achse  beschriebeneu  Kreises 
stattfindet ,  lässt  sich  eine  Yergleichung  der 
Ellipsenfläche  mit  der  Fläche  dieses  ICi'eises 
gründen.  Wir  theilen  zu  diesem  Zwecke  die 
Abscisse  CM  ^  x  (Fig.  48)  in  n  gleiche 
Theile ,  ziehen  dvirch  'alle  Theilpunkte  Or- 
dinaten und  construiren  mit  der  Anfangs- 
M  A     Ordinate  eines   jeden   hierdurch  gebildeten 

Streifens  und  der  Strecke  —  ein  Rechteck ;  dann  ist  die  Summe  die- 
n 

ser  Rechtecke,  welche  8  heissen  möge,  grösser  als  die  elliptische 

Fläche  CBFM=F.   Bezeichnen  wir  CB  mit  ^/n,  i^ntl  mit  v/i,  y.^., 

2/3  ... ,  2/n  =  MF  der  Reihe  nach  die  darau^f  folgenden  Ordinaten, 

so  ist 


'S'  =  -(2/o  +  2/i  +  %  + 


•+2/n-i), 


oder,  wenn  CB'  =  %,  rj^  V2  -  •  '■>  V»  =  MB'  die  mit  t/q ,  2/n  2/2  •  •  • ) 
yn  zu  gleichen  Abscissen  gehörenden  Ordinaten  des  umgeschriebenen 
Kreises  ausdrücken. 


1) 


'^=^f^^«  +  ^^  +  '^^  + 


rin-  1 


Setzen  wir  ferner 


2) 


'S'  =  —  (*/0  +  ^1  +  *?2  +  •  •  •  +  ^«  -  1) ) 


SO  bedeutet ,  wenn  die  vorhergehende  Construction  auf  den  über  der 
grossen  Achse  beschriebenen  Kreis  übertragen  wird ,  S'  die  Summe 
der  dort  in  gleicher  Weise  wie  in  der  Ellipse  gebildeten  Rechteck- 
flächen ,  imd  stellt  eine  obere  Grenze  für  die  theilweis  vom  Kreise 
begrenzte  Fläche  CB'B'M—F'  dar.  Aus  der  Verbindung  von  1) 
nnd  2)  folgt: 
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a 
oder  in  Proportionsform: 

3)  .  S-.S'^iia. 

Dasselbe  Verhältniss  muss  aber  auch  zwischen  den  Flächen  F  und  F' 

stattfinden ,  weil  mit  fortwährender  Vergrösserung  der  Zahl  der  auf 

der  Abscisse  gebildeten  Theile  schliesslich  S  mit  F  und  S'  mit  F' 

zum  Zusammenfallen  gebracht  werden  kann.    Bildet  man  nämlich 

oc 
in  der  elliptischen  Fläche  mit  der  Strecke  —  und  den  Endordinaten 

n    ' 

der  einzelnen  Streifen,  worein  sie  zerlegt  wurde,  eingeschriebene 
Rechtecke,  so  folgt  für  deren  Summe,  die  s  heissen  mag,  in  ähn- 
licher Weise  wie  oben  das  Resultat 

I)        X 

4)  s  =  —  •  —  (»?1  +  ^2  +  %  +  •  ■  •  +  »?")• 
Die  Vergleichung  von  1)  und  4)  giebt 

a  '  n         ' 

und  dieser  Werth  kann  kleiner  als  jede  beliebige  Zahl  gemacht  wer- 
den ,  wenn  man  nur  n  hinreichend  gross  annimmt.  Bei  unendlichem 
Anwachsen  der  Zahl  n  fallen  also  S  und  s,  folglich  nach  der  Jln- 
gleichung 

S>F>s 

um  so  mehr  S  und  F  zusammen.  In  gleicher  Weise  kann  unter 
gleichen  Umständen  das  Zusammenfallen  von  S'  tmd  F'  bewiesen 
werden,  und  es  folgt  dann  aus  Nr.  3) 

5)  F:F'  =  'bxa, 

d.  h.  die  über  irgend  einer  Abscisse  stehende  Ellipsen- 
fläche verhält  sich  zu  der  über  derselben  Abscisse  be- 
findlichen Fläche  des  umgeschriebenen  Kreises  wie  die 
kleine  Halbachse  zur  grossen. 

Lässt  man  den  Punkt  M  nach  A  rücken ,  so  ergiebt  sich ,  wenn 
wir  die  Fläche  der  ganzen  Ellipse  mit  E  bezeichnen , 

«4  4 

Anal.  Geom.   I.  JQ 
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folglich 

6)  E  =  71  ah. 

Nach  §  22  Nr.  13)  entsteht  hieraus ,  wenn  a^^ ,  h^  und  ro  zwei  con- 
jugirte  Halbmesser  nebst  ihrem  Conjugationswinkel  bedeuten, 

7)  E=  ira^h-ySinoi. 

Mittelst  dieser  Formel  kann  die  Ellipsenfläche  aus  irgend  zwei  nach 
Lage  und  Grösse  gegebenen  conjugirten  Durchmessern  berechnet 
werden. 


Siebentes  Capital. 
Die   Hyperlbel. 


§25. 
Die  Gleichung  (-\  —(j- 
Die  in  der  Uebersclirift  enthaltene  Gleichung 

')   ■  ■(!;-(!);-■ 

welche  durch  Multiplication  mit  —  a^  h^  in 
2)  ahf-Wx^  =  -an' 

umgeformt  werden  kann ,  gehört  nach  §  14  Nr.  12)  einer  Hyperbel 
an,  deren  Hauptachse  2a  mit  der  «- Achse  und  deren  Nebenachse 
2&  mit  der  y  Achse  zusammenfällt.  So  wesentlich  sich  nun  auch 
diese  Curve  in  ihrer  Gestalt  von  der  im  vorigen  Capitel  untersuchten 
Ellipse  unterscheidet,  so  stehen  doch  beide  Linien  rücksichtlich  der 
analytischen  Entwickelung  ihrer  Eigenschaften  in  der  innigsten  Be- 
ziehung. Da  nämlich  die  Gleichung  1)  durch  blosse  Vertauschung 
von  W  mit  —  Jß  aus  der  Gleichung  hervorgeht ,  welche  wir  der  Un- 
tersuchung der  Ellipse  7a\  Grunde  gelegt  haben,  so  befinden  wir 
uns  in  der  günstigen  Lage ,  den  grössten  Theil  der  für  letztere  Curve 
angestellten  Eechnungen  mit  Anbringung  eines  einfachen  Zeichen- 
wechsels auf  die  Hyperbel  übertragen  zu  können.  Neu  treten  allein 
die  auf  die  Asymptoten  bezüglichen  Betrachtungen  auf. 

Um  den  in  §  20  bei  der  Ellipse  benutzten  Gang  der  Unter- 
suchung festzuhalten ,  wollen  wir  zunächst  die  x  und  y  der  Gleich- 
ung 2)  in  Polarcoordinaten  transformiren,  deren  Achse  mit  der  Achse 
der  positiven  x  identisch  ist.    Daraus  entsteht  die  Polargleichung   • 

10* 


148           Cap.  VII.  —  §  25.   Die  Gleicliung  (j)'  -  (|-)'  =  1. 
3)  y2  ^ t^ 

'-')  '        7  9  9  9        .       9  • 

0^  COS-'  (p  —  a''  sin-  (p 
Wird  hierin  mittelst  der  aus  §  14  Nr.  15)  folgenden  Relation 

die  lineare  Excentricität  c  eingefülirt ,  so  ergiebt  sich : 


4) 


c^  cos^  q)  —  a^' 


Die  Gleichung  3)  zeigt,  dass  reelle  r  von  endlicher  Grösse  nur  so 
lange  möglich  sind ,  als  die  Differenz 


)^  cos^  cp  — a^  sin"^  cp 


einen  positiven  Werth  giebt.    Setzen  v^ir  nun  nach  §  14  Nr.  14) 

—  =  tan  y , 


a 


wobei  y  den  von  einer  Asymptote  und  der  Hauptachse  gebildeten 
spitzen  Winkel  oder  die  Hälfte  des  sogenannten  Asymptotenwinkels 
bezeichnet,  so  folgt  nach  einfacher  Umgestaltung,  dass  für  die 
Hyperbelpunkte  die  Ungleichung 

tan^  q)  <^  tan^  y 

gelten  muss.  Wir  werden  so  zu  der  bereits  bekannten  Eigenschaft 
zurückgeführt ,  dass  beide  Zweige  der  Hyperbel  von  den  Asj^mptoten 
umschlossen  werden.  Spitze  Werthe  von  qp ,  Avelche  einen  der  vier 
unter  sich  congruenten  Quadranten  der  Hyperbel  in  sich  fassen, 
müssen  daher  zwischen  den  Grenzen  0  und  y  enthalten  sein.  Aus 
Nr.  4)  ist  dann  ersichtlich ,  dass  innerhalb  dieser  Grenzen  r  gleich- 
zeitig mit  cp  wächst,  dass  also  die  beiden  Achsenscheitel  die  dem 
Mittelpunkte  am  nächsten  gelegenen  Punkte  der  Hyperbel  darstellen. 
Ein  über  der  Hauptachse  als  Durchmesser  beschriebener  Kreiä ,  den 
wir  Hauptkreis  nennen  wollen,  wird  in  den  Scheiteln  von  der 
Hyperbel  berührt;  alle  übrigen  Hyperbelpunkte  liegen  ausserhalb 
des  Hauptkreises. 

An  die  Stelle  der  Beziehungen ,  welche  zwischen  den  Ordinaten 
der  Ellipse  und  ihres  umgeschriebenen  Kreises ,  oder  zwischen  ihren 
Abscissen  und  denen  des  eingeschriebenen  Kreises  stattfinden ,  treten 
bei  der  Hyperbel  entsprechende  Relationen  für  ihre  Vergleichung 
mit  zwei  gleichseitigen  Hyperbeln,  deren  eine  die  Strecke  a,  die 
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andere  die  Länge  h  zur  Halbachse  hat.  Diese  beiden  Curven  sind 
durch  die  Gleichungen 

5)  x^'  —  f^a^       x^  —  if  =  W 

bestimmt;  sie  können  aber  nicht  wie  die  beiden  Kreise  der  Ellipse 
zu  einer  bequemen  Construction  von  Hyperbelpunkten  verwendet 
werden ,  weil  sie  selbst  nicht  eine  wesentlich  einfachere  Darstellung 
als  alle  anderen  Hyperbeln  zulassen. 

An  die  Stelle  der  goniometrischen  Gleichung 

sbi^a  +  cos^  G  =;  1 , 

deren  Analogie  mit  der  Ellijpsengleichung  zur  Auffindung  von  El- 
lipsenpunkten gebraucht  wurde,  tritt  hier  die  Gleichung 
sec^  a  —  tan^  a  =  1 , 

X  11 

wenn  wir  —  =-secci  und  -r-  =  tana  setzen.    Durch  Construction  der 
a  0 

Werthe  a;  =  a  sec  a  und  y  =  htaii(x  sind  daher,  wenn  a  einen  be- 
liebigen Winkel  bedeutet,  die  zusammengehörigen  Coordinaten  eines 
Hyperbelpunktes  bestimmt.  Die  Ausführung  dieser  Construction 
können  wir  um  so  mehr  übergehen ,  als  wir  später  einfachere  Mittel 
zur  Darstellung  der  Hyperbel  kennen  lernen  werden. 

Was  ferner  die  in  §  20  Nr.  9)  und  10)  angewendete  Zerlegung 
der  Ellipsengleichung  in  zwei  Factoren  ersten  Grades  betrifft,  so 
kann  dieselbe  mittelst  eines  einzigen  Zeichenwechsels  für  die  Hy- 
perbel brauchbar  gemacht  werden.  Die  Gleichungen  der  beiden  Ge- 
raden ,  durch  deren  Du.rchschnitt  ein  Hyperbelpunkt  bestimmt  wird, 
lauten  nämlich 

j/__-|    ,    ^  _!-— 1  —  — 

wobei  wieder  die  Relation 

gelten  muss.  Der  Leser  wird  leicht  die  einfache  Aenderung  ausfin- 
dig machen,  welche  hiernach  an  der  in  Fig.  43  gegebenen  Con- 
struction anzubringen  ist,  wenn  sie  zur  Gewinnung  von  Hyperbal- 
punkten  benutzt  werden  soll. 

Geben  wir  der  Gleichung  1)  die  Form 


t;'^  =  a^  +  (f)V, 
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so  kann  darauf  eine  Darstellung  der  Hyperbel  mit  Benutzung  der  ' 
Asymptoten  gegründet  werden.   Mit  Einführung  des  halben  Asymp- 
totenwinkels y  entsteht  nämlich 

6)  a;2  =.  a^  +  ^/^  cot^  y , 

wonach  das  x  eines  Hyperbelpunktes  als  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  mit  den  Katheten  a  und  y  coty  zu  construiren 
ist.  Auch  hier  wird  die  Ausführung  der  Construction  durchaus  keine 
Schwierigkeit  gewählten. 

Brennpunkte  der  Hyperbel.  Ziir  Aufsuchung  von  Brenn- 
punkten der  Hyperbel  können  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wie- 
derholt werden ,  welche  bei  der  gleichen  auf  die  Ellipse  bezüglichen 
Untersuchung  zum  Ziele  führten;  nur  ist  in  den  Endresultaten  ö'^ 
mit  —  6^  zu  vertauschen.    Aus  der  Gleichung 

in  welcher  xy  einen  beliebigen  Punkt  einer  Linie  zweiten  Grades 
und  l  rj  einen  Brennpunkt  dieser  Linie  bedeutet ,  folgern  wir  zu- 
nächst wie  bei  der  Ellipse ,  dass  Brennpunkte  nur  in  einer  der  Achsen 
gelegen  sein  können.  Für  Brennpunkte  in  der  «-Achse  gelten  dann 
die  Gleichungen 

woraus  durch  Zusammenstellung  mit  der  Gleichung  der  Hyperbel 

die  Kesultate 

7)  y  =  a,    •  |2  =  o>' _p  ^2  ^  g2 

hervorgehen.    Dies  giebt 

d.  i.  die  beiden  bekannten  Brennpunkte  der  Hyperbel.  Für  die  Con- 
stante  a  folgt  noch  aus  ^-\- ccy  =  0 

a 
wobei  £  wie  früher  die  numerische  Excentricität  bezeichnet.  —  Brenn- 
punkte in  der  Ordinatenachse  führen  zii  imaginären  Werthen;  die 
Hyperbel  enthält  also  keine  weiteren  Brennpunkte,  als  die  beiden 
auf  der  Verlängerung  der  Hauptachse  gelegenen. 

Stellt  0^  den  Brennstrahl  eines  Hyperbelpunktes  xy  für  den 
auf  der  Seite  der  positiven  x  gelegenen  Brennpunkt  und  0.^  den  an- 
dern Brennstrahl  desselben  Hyperbelpunktes  dar,   so  ergiebt  sich 
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-aus  den  berechneten  Wertheii  in  Uebereinstiramiing  mit  den  für  die 
Ellipse  gefundenen  Resultaten 

.s^-  =  (a—  e  ai)^ ,       5'^,-  =  {a  +  e  x)-. 

Beim  Uebergange  zu  den  Quadratwurzeln  können  hieraus  sowohl 
positive  als  negative  Werthe  hervorgehen ;  treffen  wir  aber  die  Be- 
stimmung, die  zu  positiven  x  gehörigen  0  selbst  als  positive  Grössen 
in  Rechnung  zu  ziehen-,  so  ist,  da  für  jeden  Hjperbelpunkt  posi- 
tive X  grösser  als  a  sind ,  um  so  mehr  auch  sx'^a]  folglich  hat 
man 

8)  x^  =  f :>;  —  « ,       s^=^  ix-\-  a 

zu  setzen.  Aus  der  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  entsteht 
die  bekannte  Relation 

9)  0.^  —  g^  =  2a, 

wonach  die  Hyperbel  mittelst  der  unveränderlichen  Differenz  ihrer 
Brennstrahlen  construirt  werden  kann. 


§26. 
Die  Hyperbel  und  die  Gerade;  die  Krümmungskreise. 

Die  auf  die  gegenseitigen  Lagen  einer  Hyperbel  und  einer  Ge- 
raden bezüglichen  Untersuchungen,  soweit  sie  nicht  die  neu  auf- 
tretenden Eigenschaften  der  Asymptoten  berühren ,  sind ,  wenn  wir 
Wiederholung  derselben  Rechnungen  vermeiden  wollen,  am  ein- 
fachsten auf  die  entsprechenden  Betrachtungen  in  §  21  und  §  22 
zurückzuführen.  Bezeichnen  wir  daher  wie  dort  die  Gleichung  der 
Geraden  mit 

^  1)  ^  2/  =  ^^^  +  i'>'  1 

während 

2)  aHf-l^x'^^-an^ 

die  Gleichung  der  Hyperbel  darstellt,  so  gilt  für  die  Abscissen  der 
etwa  vorhandenen  gemeinschaftlichen  Punkte  beider  Linien  die 
Gleichung : 

3)  («2  M-  -  fe2)  x'  +  2a'-  Mn  x  +  a?  {n^  +  W)  ^  0. 

Dieselbe  ist  immer  quadratisch ,  mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles, 
wenn 


152  Cap.  VII.  —  §  26.  Die  Hyperbel  und  die  Gerade. 

oder 

a 
d.  i.  wenn  die  Gerade  mit  einer  der  beiden  Asymptoten  parallel 
läuft.   Dann  bleibt  aus  Nr.  3)  eine  Gleichung  ersten  Grades ,  und  es 
folgt  hieraus  der  Satz:  Jede  Parallele  zu  einer  Asymptote 
schneidet  die  Hyperbel  in  einem  Punkte."-' 

In  jedem  andern  Falle ,  d.  h.  sobald  die  Gerade  die  Asymptoten 
schneidet,  behält,  wie  schon  bemerkt  wurde,  die  Gleichung  3)  ihre 
quadratische  Form;  die  Gerade  und  die  Hyperbel  besitzen  also 
höchstens  zwei  gemeinschaftliche  Punkte.  Aus  der  für  die  Ellipse 
geführten  Eechnung  leiten  wir  her ,  dass  hierbei  die  Gerade  Secante 
oder  Tangente  darstellt ,  oder  endlich  keinen  Punkt  mit  der  Hyperbel 
gemein  hat,  je  nachdem 

-  «2  &2  (^2  J£2  _  ^,2  _  ^2)  g  0. 

Die  Beachtung  des  Umstandes,  dass  der  ausserhalb  der  Pa- 
renthese befindliche  Factor  einen  negativen  Werth  besitzt,  zeigt, 
dass  das  Eintreten  des  ersten,  zweiten  oder  dritten  Falles  davon 
abhängig  gemacht  werden  muss ,  ob  die  Differenz 

&2_|_^2_^2J^2 

positiv ,  gleich  Null  oder  negativ  ist.  Soll  die  Gerade  die  Hyperbel 
in  einem  Punkte  berühren ,  so  muss  die  Gleichung 

4)  a^M^^h'^  +  n^ 

Geltung  finden.    Führen  wir  hierin  mittelst  der  Relationen 

M=tcma,       -b^-  =  c^-a^ 

den  zwischen  der  Geraden  und  der  ic- Achse  enthalteneu  Winkel  a 
und  die  lineare  Excentricität  c  ein,  so  kommen  wir  auf  die  Gleich- 
ung 5)  des  §  21  zurück,  die  genau  so  wie  dort  geometrisch  gedeutet 
werden  kann.  Es  folgt  das  Resultat,  dass  der  Fusspunkt  eines  von 
einem  Brennpunkte  auf  die  Tangente  gefällten  Perpendikels  oder 
die  Projection  des  Brennpunktes  auf  die  Tangente  auf  der  Peripherie 
des  Hauptkreises  gelegen  ist.    Werden  endlich  mit  Anwendung  der- 


*  In  gleicher  Weise  wie  bei  den  zm-  Parabelachse  parallelen  Ge- 
raden lässt  sich  auch  hier  ableiten,  dass  die  Parallelen  zu  einer  Hy- 
perbelasymptote als  Secanten  aufgefasst  werden  können,  bei  welchen 
der  eine  Durchschnittspunkt  in  die  Unendlichkeit  fällt. 
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selben  Hülfsmittel  die  beiden  noch  übrigen  Fälle  untersncht,  so  er- 
giebt  sich  als  Seitenstück  zu  dem  früher  für  die  gegenseitigen  Lagen 
einer  Geraden  und  einer  Ellipse  gefundenen  Kriterium  der  folgende 
Satz:  Eine  Gerade,  die  nicht  parallel  mit  einer  Asymp- 
tote läuft,  kann  die  Hyperbel  in  zwei  Punkten  schnei- 
den, in  einem  Punkte  berühren  oder  keinen  Punkt  mit 
ihr  gemein  haben;  der  erste,  zweite  oder  dritte  dieser 
Fälle  findet  statt,  je  nachdem  die  Projectionen  der 
Brennpunkte  auf  die  Gerade  ausserhalb,  auf  oder  in- 
nerhalb der  Peripherie  des  Hauptkreises  liegen.* 

Tangeuten  der  Hyperbel.  Zur  analytischen  Lösung  der 
auf  Tangenten  bezüglichen  Aufgaben-  dient  die  obige  Gleichung  4), 
welche  zu  diesem  Zwecke  in  ganz  gleicher  Weise  wie  Nr,  4)  in  §  21 
zu  benutzen  ist.  Für  die  Gleichung  einer  Tangente  von 
gegebener  Richtung  folgt  dann  nach  Analogie  von  §  2 1  Nr.  6) 


5)  y  =  Mx±j/a^M'-  &-. 

Die  hierin  unter  dem  Wurzelzeichen  befindliche  Differenz  lässt  er- 
kennen, dass  nicht  wie  bei  der  Ellipse  nach  jeder  Richtung  hin 
Tangenten  möglich  sind,  sondern  nur  unter  der  Bedingung,  dass 
die  Relation 

=  a'^ 

stattfindet.  Es  giebt  dies  die  geometrische  Deutung,  dass  der  von 
einer  Tangente  und  der  Hauptachse  gebilcfete  spitze  Winkel  immer 
zwischen  den  Grenzen  90°  und  y  enthalten  sein  muss,  wobei  y  wie 
früher  den  halben  Asymptotenwinkel  bezeichnet.  Berechnen  wir  die 
Coordinaten  der  Berührungspunkte ,  so  zeigt  sich ,  dass  die  Asymp- 
toten selbst  Tangenten  für  unendlich  ferne  Pimkte  der  Hyperbel 
darstellen,  d.  h.  dass  sie  als  äusserste  Grenzen  der  Tangenten  auf- 
treten. Die  Form  der  Rechnung  bleibt  hierbei  dieselbe  wie  bei  der 
Ellipse ,  imd  es  gelten  auch  im  Uebrigen  rücksichtlich  der  Lage  der 
Berührungspunkte  die  dort  gefundenen  Resultate. 

Soll  die  Aufgabe , .  eine  Tangente  an  die  Hyperbel  durch  einen 
Punkt  aJj^^/i  zn  legen,  analytisch  gelöst  werden,  so  sind  zu  diesem 
Zwecke  die  zur  Herleitung  von  §  21  Nr.  7)  bis  12)  angewendeten 


*  Die  zu  einer  Asymptote  parallelen  Geraden  haben  rücksichtlich 
des  Fusspunktes  die  geometrische  Eigenschaft  der  Secanten;  die  Asymp- 
toten selbst  fallen  unter  die  Tangenten, 
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Entwickelungen  zu  wieclerlioleii ,  wobei  nur  an  Iß  der  mehrfacli  er 
wähute  Zeichenweclisel  angebracht  werden  muss.  Als  Gleichung 
der  Tangente  im  Peripheriepuntte  x^y^  findet  sich  dann 

und  hieraus  für  die  Riclitungsconstante  der  Tangente  der  Werth 

7)  M=^^,  .    - 

während  die  auf  den  Achsen  abgeschnittenen  Strecken  m  imd  n  die 
Grössen 

ö)  m  =  — ,        w  = 

erhalten.  Aus  der  Vergleichung  des  für  m  gefundenen  Resultates 
mit  der  Gleichung  der  Berührungssehne  im  Kreise  (§  10  Nr.  3)  folgt 
u.  A.,  dass  die  Tangente  des  Hyperbelpunktes  x^p.^  und  die  dem- 
selben Punkte  zugehörige  Berührungssehne  des  Hauptkreises  sich 
in  der  Hauptsache  schneiden.  Zu  einer  einfacheren  Construction  der 
Tangeute,  als  diejenige  sein  würde,  welche  auf  diese  Bemerkung- 
gegründet  werden  kann ,  führt  die  folgende  Betrachtung. 

2 

Da  die  absolute  Grösse  von  m  =  —  für    alle   Hyperbelpunkte 

höchstens  gleich  a  sein  l^nn,  so  muss  jede  Tangente  die  Hauptachse 
zwischen  den  Scheiteln,  also  um  so  mehr  auch  zwischen  den  Brenn-' 
punkten  schneiden ,  in  ähnlicher  Weise ,  wie  Letzteres  bei  der  El- 
lipse mit  den  Normalen  stattfand.  Bezeichnen  wir  nun  die  Entfer- 
nungen dieses  Durchschnittspuuktes  von  den  beiden  Brennpunkten 
mit  t^^  und  U ,  wobei  tj^  dem  auf  der  Seite  der  positiven  x  gelegenen 
Brennpunkte  zugehören  soll,  so  folgt: 

a^      a  ,  , 

t.  =  c =  -  isx,  —  a) 

XX  * 

^2  =  C  +  ^  =  f  («^1  +  «), 

und  hieraus  mit  Rücksicht  auf  die  in  §  25  Nr.  8)  gefundenen  Werthe 
der  Brennstrahlen  0^  und  g.^ : 
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Diese  beiden  Resultate  geben  die  Proportion: 

welcbe  der  in  §  21  Nr.  16)  für  die  Normale  einer  Ellipse  gefundenen 
vollständig  entspricht.  Es  entsteht  daher  auch  die  entsprechende 
geometrische  Deutung:  Die  Tangente  an  einer  Hyperbel 
halbirt  den  von  den  Brenn  strahlen  des  Berührungs- 
punktes eingeschlossenen  Winkel. 

Für  einen  ausserhalb  der  Hyperbel  gelegenen  Punkt  x^y^  stellt 
Nr.  6)  die  Gleichung  der  Berührungsseline  dar. 

Normalen  der  Hyperbel.  Die  Normale  im  Hyperbelpunkte 
äJj^j  erhält  mit  Benutzung  von  Nr.  7)  oder  aiich  sofort  nach  §  21 
Nr.  13)  die  Gleichung: 

Hiernach  ergiebt  sich  für  die  Abscisse  ihres  Durchschnittspunktes 
mit  der  ä;- Achse  in  vollständiger  Uebereinstimmung  mit  dem  bei 
der  ElUpse  gefundenen  Resultate 
11)  ^  =  £2^;^, 

woraus  leicht  hergeleitet  wird,  dass  hier  dieser  Punkt  stets  ausser- 
halb der  von  den  beiden  Brennpunkten  begrenzten  Strecke  gelegen 
sein  muss.  Mit  Ausnahme  der  hierdurch  bedingten  geringen  Ab- 
änderungen gelten  im  Uebrigen  fast  wörtlich  die  auf  die  Normalen 
der  Ellipse  bezüglichen  Schlüsse,  Für  die  Länge  der  Normale  findet 
sich: 


7)2  7)2 

12)  ^u'  =  ^,{e'x,'-c(P)  = 


—  i^f    ly 


und  die  Projection  von  ii  auf  einen  der  Brennstrahlen  giebt«  wieder 
den  halben  Parameter. 

Krümmungsmittelpunkt  und  Krümmungshalbmes- 
ser der  Hyperbel.  Aus  der  Gleichung  der  Normale  werden  in 
ganz  gleicher  Weise  wie  im  §  23  die  Coordinaten  des  Krümmungs- 
mittelpunktes abgeleitet.  Man  erhält  hierbei,  da  ein  Vorzeichen- 
wechsel im  Werthe  von  V^  ohne  Einfluss  auf  die  Resultate  3)  und  4) 
dieses  Paragraphen  bleibt ,  diese  beiden  Grössen  ungeändert  wieder. 
Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  sind  also  wie  bei  der 
Ellipse : 

a- 


13)  «=       >,  y^ 
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Zum  Zwecke  der  geometrisclieu  Darstelluug  kann  der  erste  dieser 
Werthe  in  der  Form 

cc='^ .  sec^  a 

geschrieben  werden,  wobei  ^  =  e^Xj^  nach  ISTr.  11)  die  Abscisse  des 
Diirchschnittspimktes  der  Normale  und  der  a?- Achse  bedeutet  und 

der  Winkel  a  mit  Hülfe  der  Gleichung  seca  =  —  zu  construiren  ist. 

a 

Nach  einer  im  §  25  gemachten  Bemerkung  erhält  man  denselben 

Winkel  auch  mittelst  der  Relation:  tan  a  =  -^.  Die  Ausführung  der 

hieraus  folgenden  Construction  des  Krümmungsmittelpunktes  mag 
dem  eigenen  Nachdenken  des  Lesers  überlassen  bleiben. 

Die  Ableitung  des  Krümmungshalbmessers  ist  ebenfalls  in 
üebereinstimmung  mit  dem  in  §  23  eingeschlagenen  Verfahren. 
Man  findet  zunächst 

14)  ^^  =  ^^^^^'. 

und  hieraus  wieder  mittelst  des  obigen  Werthes  von  u  (Länge  der 
Normale) 

■   15)  ,  (>=p' 

wobei  p  wie  früher  den  Halbparameter  bedeutet,  welcher  durch 
Projection  von  u  auf  einen  der  Brennstrahlen  des  Punktes  x^^y^  dar- 
gestellt werden  kann.  Hieraus  folgt,  wie  im  §  23,  dass  die  in 
Fig.  36  aus  Nr.  13)  des  §  18  abgeleitete  Construction  des  Krüm- 
mjingshalbmessers  ebenso  wie  für  die  Parabel  und  Ellipse  auch  für 
die  Hyperbel  angewendet  werden  kann.  Diese  Construction  gilt  also 
für  alle  Kegelschnitte  ohne  Unterschied, 


§  27. 
Fortsetzung. 

Durchmesser  der  Hyperbel.  Wenn  wir,  um  den  geo- 
metrischen Ort  der  Sehnenmitten  ausfindig  zu  machen,  die  Gleich- 
ung 3)  des  vorhergehenden  Paragraphen  durch  Division  mit  a^HP — Tß 
auf  die  Form  ^ 
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bringen ,  so  ist  dabei  vorausgesetzt ,  dass  nicht 

sein  darf.  Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  sich  dieser  auszuschliessende 
Fall  auf  die  Asymptoten  und  die  damit  parallelen  Geraden  bezieht, 
rücksichtlich  deren  wir  bereits  zu  der  Erkenntniss  gelangt  sind, 
dass  sie  nicht  Sehnen  der  Hyperbel  bilden  können.  In  jedem  andern 
Falle  findet  sich  wie  bei  der  Ellipse  zu  einem  Systeme  paralleler 
Sehnen  mit  der  ßichtungsconstante  M  ein  geradliniger,  durch  den 
Mittelpunkt  gehender  Durchmesser.  Seine  Gleichung  lautet  analog 
mit  §  22  Nr.  3) 

2)  a^My-lßx  =  0. 

Wird  seine  Richtungsconstaute  mit  M'  bezeichnet ,  so  entsteht  die 
Relation 


3)  MM'  = 


a" 


aus  welcher  in  gleicher  Weise  wie  aus  Nr.  4)  §  22  hergeleitet  wird, 
dass  auch  die  Hyperbel  die  Eigenschaften  conjugirter  Durch- 
messer besitzt,  welche  ebenso  wie  dort  mit  den  Supplementar- 
s ebnen  im  Zusammenhange  stehen.  Charakteristisch  für  die  Hy- 
perbel sind  dabei  die  folgenden  Eigenthümlichkeiten. 

Sind  a  und  ß  die  in  der  Drehrichtung  der  Polarwinkel  gemes- 
senen Winkel  zwischen  der  Hauptachse  und  zwei  conjugirten  Durch- 
messern, so  folgt  aus  Nr.  3) 

.      &^ 

4)  tan  Di .  tan  ß  =  —^. 

Dieses  Product  ist  stets  positiv,  beide  Winkeltangenten  haben  also 
gleiche  Vorzeichen,  wonach  beide  Durchmesser  in  denselben  Qua- 
dranten gelegen  sein  müssen.  Da  ferner  dui'ch  die  Asymptoten 
der  Fall 

I    & 

tan  a  =  tan  ß  ^=  -r  — 

a 

aiisgeschlossen  ist,  so  muss  der  absolute  Werth  einer  dieser  beiden 

Tangenten  grösser,  der  andere  kleiner  als  —  sein,    d.   h.   der  eine 

Durchmesser  liegt  zwischen  Asymptote  und  Hauptachse,  der  andere 
zwischen  As3nnj)tote  und  Nebenachse.  Nach  der  Polargleichang  3) 
im  §  25  wird  daher  nur  einer  der  beiden  Durchmesser  die  Hyperbel 
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schneiden ,  so  dass  zwischen  ihnen  ein  gleicher  Gegensatz  wie  zwi- 
schen der  Haupt-  und  Nebenachse  stattfindet,  welche  selbst  einen 
speciellen  Fall  conjugirter  Durchmesser  bilden.  Noch  ist  zu  bemer- 
ken ,  dass  die  beiden  Achsen  ebenso  wie  in  der  Ellipse  das  einzige 
Paar  conjugirter  Durchmesser  bilden,  welches  einen  rechten  Winkel 
einschliesst ,  da  das  Product  tan  a  .  tan  ß  bei  Ausschliessung  des 
Falles ,  wo  es  die  unbestimmte  Form  0  .  oc  annimmt,  nie  gleich  —  1 
sein  kann.  Nach  dieser  Bemerkung  zeigt  sich  die  zur  Auffindung 
der  Achsen  einer  gegebenen  Ellipse  dienende  Construction  auch  für 
die  Hyperbel  brauchbar. 

Wir  gehen  dazu  über,  die  Gleichung  der  Hyperbel -für  ein 
schiefwinkliges  Coordinatensystem  aufzustellen,  dessen  Achsen  ein 
Paar  conjugirter  Durchmesser  bilden ;  a  sei  der  Winkel ,  welchen 
die  Hauptachse  mit  dem  die  Hyperbel  schneidenden  Durchmesser 
einschliesst,  ß  der  Winkel  zwischen  der  Hauptachse  und  dem  andern 
Durchmesser.  Dann  ist,  wenn  wir,  um  uns  von  den  Vorzeichen  un- 
abhängig zu  halten ,  die  Quadrate  von  tan  a  und  tan  ß  bilden , 

tan^  a  <i-^,     tan'^  ß  "^  -^, 

et''  QT 

folglich  sind  die  Differenzen 

&-  cos^  a.  —  d^  sin^  cc ,         a^  sioi^  ß  —  &^  cos^ß 

beide  positiv.  Als  Gleichung  der  Hyperbel  ergiebt  sich  durch  die- 
selbe Rechntmg,  welche  im  §  22  zu  gleichem  Zwecke  benutzt  wurde, 

'h^  cos^  a  —  a^  sin^  cA    „       (a^  sin^  ß  —  Ir  cos^  ß'^ 


a^  &2  \  ^2  J2 


/a^  sin  a  sin  ß  —  h^  cos  a  cos  ß\  . 

( ^. )  "j=^- 


Der  zu  2xy  in  der  Parenthese  gehörige  Factor  ist  nach  Nr.  4)  gleich 
Null.    Mit  Einführung  der  Abkürzungen 

a'b^ 


h'  cos'-  c:  —  a^  sin^  a 

r.2  J,2 


5) 

'^^  ^  a?  sin^  ß  -  TS'  cos^  ß 
entsteht  daher  die  Gleichung 
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In  Folge  der  oben  gelnachten  Bemerkung  über  das  Vorzeichen  der 
Differenzen ,  welche  sich  in  den  Nennern  der  Werthe  von  a^  und  'b^ 
befinden,  sind  hierbei  a^^  und  h^  reelle  Grössen.  Aus  ISTr.  6),  sowie 
auch  aus  der  Polargleichung  der  Hyperbel  zeigt  sich ,  dass  a-^  die 
Hälfte  des  die  Hyperbel  schneidenden  Durchmessers  darstellt,  wenn 
wir  uns  denselben  in  den  beiden  mit  der  Hyperbel  gebildeten  Durch- 
schnittspunkten begrenzt  denken ;  1)^  kann  nach  einer  auf  Vergleich- 
ung  mit  der  Ellipse  gestützten  Analogie  als  Hälfte  des  andern 
Durchmessers  aufgefasst  und  auf  demselben  in  einer  gleichen  Weise 
aufgetragen  werden,  wie  wir  dies  früher  mit  der  Grösse  &  auf  der 
Nebenachse  gethau  haben.  « 

Die  Uebereinstimmung  der  Form ,  welche  sich  in  der  auf  zwei 
conjugirte  Durchmesser  bezogenen  Gleichung  6)  der  Hyperbel  und 
der  für  die  Achsen  geltenden  Hauptgleichung  darlegt,  berechtigt 
wieder,  wie  dies  früher  schon  bei  Parabel  und  Ellipse  geschehen,  zu 
dem  Schlüsse,  dass  die  der  Gleichungsform  entnommenen  Resultate 
auch  auf  das  neue  S3^stem  übertragen  werden  können ,  insoweit  sie 
nämlich  von  der  rechtwinkligen  Lage  der  Coordinatenachsen  unab  • 
hängig  sind.  Wir  sehen  davon  ab,  diejenigen  Beziehungen  zu  wie- 
derholen, die  sich  in  gleicher  Weise  bei  der  Ellipse  vorgefunden 
haben,  und  beschränken  uns  darauf,  die  Gleichungen  der  Asympto- 
ten im  neuen  Systeme  zu  ermitteln. 

Wenden  wir  dieselben  Folgerungen  an,  welche  im  §  14  unter 
III  bei  Ableitung  von  Nr.  13)  zu  dem  Begriffe  der  Asymptoten  und 
deren  Gleichungen  hinführten,  so  ergiebt  sich  aus  Nr.  6),  dass  eine 
dadurch  repräsentirte  Curve  zwei  geradlinige  Asymptoten  besitzt, 
welche  in  der  Gleichung 

7)  y  =  ±^-^x 

zusammengefasst  werden  können.  Der  möglicherweise  entstehende 
Zweifel ,  ob  hierin  wirklich  die  bereits  bekannten  geraden  Linien 
ausgedrückt  sind,  kann  am  vollständigsten  beseitigt  werden,  wenn 
wir  die  Gleichungen  der  früheren  Asymptoten,  welche  beide  in  der 
Formel 

y^  =  —  X- 

enthalten  sind ,  für  unser  jetziges  Coordinatensystem  transformiren. 
Mittelst  der  bekannten  Transformationsformeln  entsteht  dann 
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{x sin  ß  +  ^ sin ßf  =-^{xcos  ci-{-y  cos  ßf 

und  hieraixs  nach  gehöriger  Reduction 

(a^  sin^  ß  —  ö^  cos'^  ß)  iß  —  (&"  cos'^  a  —  a^  sin'^  a)  x^ 
+  2  (a^  sin  a  sin  ß  —  h^  cos  a  cos  ß)  xy  =  0. 

Das  letzte  Glied  linker  Hand  ist  nach  Nr.  4)  gleich  Null ;  es  bleibt 
daher 

'6^  cos^  d  —  a^  sin^  a 


^^"Ka'sin'ß-h'-cos'^ß)^^ 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  5) 

wodurch  wir  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel  auf  Nr.  7)  zurück- 
kommen. Die  Gleichungsform  der  Asymptoten  ist  also  wie  die  der 
Hyperbel  selbst  immer  dieselbe,  welches  Paar  conjugirter  Durch- 
messer auch  die  Stelle  der  Coordinatenachsen  vertreten  mag.  Hier- 
nach kann  die  auf  diese  Form  gegründete  Construction  der  Asymp- 
toten leicht  verallgemeinert  werden.  Legt  man  nämlich  zu  zwei  con- 
jugirten  Durclimessern ,  deren  vom  Mittelpunkte  aus  gemessene 
Hälften  die  Längen  a-^  und  &^  besitzen,  durch  ihre  Endpunkte  Pa- 
rallelen, so  sind  die  Asymptoten  Diagonalen  eines  jeden  auf  diese 
Weise  gebildeten  Parallelogrammes.  Es  liegt  hierin  zugleich  ein 
einfaches  Mittel,  aus  zwei  nach  Lage  und  Grösse  gegebenen  con- 
jugirten  Durchmessern  die  Lage  der  Hyperbelachsen  durch  Con- 
struction herzuleiten ,  insofern  durch  die  Haupt-  und  Nebenachse  die 
von  den  Asymptoten  gebildeten  Winkel  halbirt  werden. 

Die  Beziehungen ,  welche  nach  §  22  Nr.  13)  und  14)  zwischen 
den  conjugirten  Durchmessern  und  den  beiden  Achsen  einer  Ellipse 
stattfanden,  wiederholen  sich  bei  der  Hyperbel  in  fast  ungeänder- 
ter  Weise.  Nehmen  wir  dieselben  Rechnungen ,  welche  dort  ange- 
wendet wurden,  wieder  auf,  so  erleidet  die  Gleichung  13)  keine 
Aenderung ;  es  gilt  also  auch  hier ,  wenn  co  wieder  den  Conjugations- 
winkel  bezeichnet ,  die  Relation 

8)  a^ &j  sin  m^al)-^ 
die  Formel  14)  geht  dagegen  über  in 

9)  .  a;- -  \^  ^  a^  -  IK 
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Die  letzte  Gleicliuiig  zeigt,  dass  die  Längen  zweier  conji;girter  Durch- 
messer gleiclizeitig  wachsen ,  während  dabei  nach  8)  die  Grösse  des 
Conjugationswinkels  abnimmt.  Ans  der  Polargieichnng  ist  ersicht- 
lich ,  dass  bei  diesem  Anwachsen  der  Durchmesser  beide  den  Asymp- 
toten immer  näher  rücken ,  bis  sie  schliesslich  in  den  Asymptoten 
zusammenfallen.  Conjugirte  Durchmesser  von  gleicher  Länge  sind 
nur  in  der  gleichseitigen  Hyperbel  möglich ,  und  zwar  gilt  dort  diese 
Gleichheit  für  jedes  zusammengehörige  Paar.  Der  Oi't ,  an  welchem 
sich  in  einer  Ellipse  mit  denselben  Achsen  die  gleichen  conjugirten 
Durchmesser  befanden,  wird  bei  der  Hyperbel  von  den  Asymptoten 
eingenommen. 

Mittelst  der  Gleichungen  8)  und  9)  können  die  Längen  der 
Achsen  gefunden  werden,  wenn  a^,  6^  rmd  ro  gegeben  sind;  nur 
lässt  sich  dabei  nicht  dieselbe  bequeme  Eechnung  anwenden ,  welche 
zu  den  Formeln  19)  in  §  22  hinführte.  Ein  einfacheres  Mittel,  aus 
zwei  conjugirten  Durchmessern  die  Grösse  der  Hauptachse  und 
Nebenachse  constructiv  herzuleiten,  werden  tms  im  folgenden  Pa- 
ragraphen die  Asymptoten  liefern. 


Die  Asymptoten  als  Coordinatenachsen. 

Eine  besonders  einfache  Gleichungsform  erlangt  die  Hyperbel, 
wenn  man  ihre  beiden  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  nimmt. 
Nach  dem ,  was  wir  früher  über  die  Grösse  des  Asymptotenwinkels 
kenneu  gelernt  haben,  kann  dieses  Coordinatensystem  nur  für  eine 
gleichseitige  Hyperbel  rechtwinklig  sein. 

Bezeichnen  wir  wie  früher  die  Hälfte  des  Asymptotenwinkels 
mit  y ,  wobei  die  Relation 

1)  tan  y  =  — 

a 

Geltung  hat,  so  mag  über  die  beiden  Coordinatenachsen  so  verfügt 
werden,  dass  die  positive  Seite  der  2/ -Achse  vmter  dem  Winkel  y 
und  dieselbe  Seite  der  ic- Achse  unter  dem  Winkel  o60^  —  y  oder 
dem  negativen  Winkel  y  gegen  die  Hauptachse  geneigt  ist,  wobei 
wir  voraussetzen,  dass  diese  Winkel  in  der  früher  für  die  Polar 
wiukel  festgestellten  Drehriehtung  gemessen  werden.  Soll  nun  die 
neue  Gleichung  der  Hyperbel  du.rch  Transformation  der  Coordinaten 
aus  der  auf  die  Achsen  bezogeneu  Gleichung 

Aiial,  Geom.  J.  H 
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,2 


(f) 


aJ       \& 


hergeleitet  werden,  so  ist  durch  die  angegebenen  Bestimniimgen 
derjenige  Transformationsfall  getroffen ,  für  welchen  die  Formeln  5) 
im  §  4  aufgestellt  wurden.    Beim  üebergange  zum  neuen  Systeme 

ist  also 

{y  -{-  x)  cos  y  für  a; ,       {y  —  ^)  sin  y  für  y 

zu  setzen.    Dann  entsteht  aus 

(2/  +  ^)'^  cos^  y      {y  —  ^)"^  sin^  y ^ 

nach  Entwickelung  der  Quadrate  und  besserer  Anordnung  und  Ver- 
einigung der  Glieder 


cos^  y  —  a^  sin^  y 


)(.^  +  /)  +  2f-"-'^+/-J^)., 


Mittelst  der  aus  1)  folgenden  Relation 

&^  cos^  Y  =  a?'  sin^  y 
erlangt  diese  letzte  Gleichung  die  einfache  Form 
4:xycos'^y ^ 

oder  auch 

a^(l  -\-tan^y) 
soy  =  -^-^ ^ 

und  init  Einsetzimg  des  obigen  Werthes  von  tan  y 

2)  xy=       ^      . 

Die  auf  die  Asymptoten  als  Achsen  bezogenen  Coordinaten 
eines  Hyperbelpunktes  besitzen  hiernach  ein  constantes  Product, 
nämlich 

4      -\j)^ 

welches  den  Namen  Potenz  d  erHyperbel  führt.  In  dieser  Eigen- 
schaft ist  hauptsächlich  das  wesentliche  Merkmal  der  Asymptoten 
begründet,  indem  daraus  folgt,  dass,  wenn  eine  Coordinate  wächst, 
die  andere  abnehmen  muss,  und  dass  dabei  die  eine  dieser  Längen 
immer  so  gross  genommen  werden  kann,  dass  die  andere  kleiner  wii'd, 
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als  jede  augebbare  Grösse ,  d,  li.  dass  die  Hyperbel  den  Asymptoten 
beliebig  nahe  rücken  kann,  ohne  sie  doch  je  vollständig  zn  erreichen. 
Mittelst  der  Gleichung  2)  findet  die  Lösung  der  im  vorigen  Pa- 
ragraphen besprochenen  Aufgabe ,  aus  Lage  und  Grösse  zweier  con- 
jugirten  Durchmesser  die  Lage  und  Grösse  der  Achsen  abzuleiten, 
ihren  Abschluss.  Sobald  nämlich  die  Asymptoten  und  die  Achsen  in 
der  früher  angegebenen  Weise  ihrer  Lage  nach  bestimmt  worden 
sind,  hat  man  nur  noch  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Coordi- 
naten  eines  Endpunktes  des  die  Hyperbel  schneidenden  Durchmes- 
sers zu  construiren,  um  dann  mit  Hülfe  der  aus  2)  folgenden 
Gleichung 

welche  eine  einfache  geometrische  Darstellung  zulässt,  die  lineare 
Excentricität  und  somit  auch  die  Lage  der  Brennpunkte  zu  ermit- 
teln. Aus  den  Asymptoten  und  Brennpunkten  kann  aber  nach  frühe- 
ren Sätzen  leicht  die  Länge  der  Achsen  hergeleitet  werden. 

Sind  xy  und  x^y^^  zwei  auf  die  Asymptoten  bezogene  Hyperbel- 
punkte, so  gelten  nach  Nr,  2)  die  Gleichungen 

_  oM- J>2  __  a^  +  h^ 

folglich  ist  auch 

xy  =  ä;  j  2/i  • 
Hieraus  folgt  die  Proportion 

Vx  '•  y ^ ^  '■  ^),i 
der  mau  ohne  Schwierigkeit  die  Mittel  entnehmen  wird,  beliebig 
viele  Punkte  einer  Hyperbel  constructiv  darzustellen,  sobald  ein 
Peripheriepunkt  nebst  den  Asymptoten  gegeben  ist.  Zu.  einer  noch 
einfacheren  Lösung  dieser  Aufgabe  führt  die  folgende  Betrachtung. 
Schreiben  wir  die  Gleichung  2)  in  der  Form 

3)  *^  "=  (f 

und  bezeichnen  eine  Gerade ,  welche  beide  Asymptoten  ausserhalb 
des  Mittelpunktes  schneidet,  mit 

4)  ^  +  1  =  1, 

m      n 

so  findet  sich  durch  Eliminirung  von  y  für  die  Abscissen  der  etwa 
vorhandenen  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Geraden  und  der  Hy- 
perbel nach  einfacher  Umformung  die  Gleichung 

U* 
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5)  x^  —  mx-\-  -. —  =  0 ; 

m  und  n  stellen  hierbei  die  von  der  Geraden  auf  den  Asynaptoten 
abgesclinittenen  Strecken  dar.  Im  Falle,-  dass  die  Gerade  die  Hy- 
perbel schneidet,  folgt  hieraus  für  den  Mittelpunkt  xy  der  von  ihr 

gebildeten  Sehne: 

m 
x^  j, 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  Nr.  4)  einsetzt, 

n 

y=2'  - 

Vergleicht  man  diese  Eesultate  mit  den  bekannten  Formeln 
für  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  einer  geradlinigen  Strecke, 
so  ergiebt  sich  sofort ,  dass  der  Halbirungspunkt  der  Sehne  zugleich 
in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten  gelegen  ist,  worin  sie 
'  selbst  oder  ihre  Verlängerung  die  Asymptoten  schneidet.  Eine  leicht 
nachzuweisende  Folge  hiervon  ist ,  dass  der  Abstand  zwischen  dem 
einen  Endpimkte  der  Sehne  und  ihrem  Durchschnitte  mit  der  einen 
Asymptote  der  Entfernung  ihres  anderen  Endpunktes  von  dem 
Punkte,  worin  sie  die  andere  Asymptote  schneidet,  gleich  sein  muss. 

Die  soeben  gefundene  Eigenschaft  der  Hyperbel  gewährt  nun 
ein  besonders  einfaches  Mittel ,  einzelne  Punkte  dieser  Curve  zu  con- 
struiren ,  sobald  ein  Peripheriepunkt  nebst  den  Asymptoten  gegeben 
ist.  Mit  Benutzung  dieser  Eigenschaft  kann  nämlich  auf  jeder  Ge- 
raden, welche  man  durch  den  gegebenen  Punkt  so  legt,  dass  sie 
beiSe  Asymptoten  schneidet ,  ein  zweiter  Hyperbelpunkt  aufgetragen 
werden ,  der  nachher ,  wenn  man  das  Anhäufen  zu  vieler  in  einem 
Punkte  sich  schneidenden  Geraden  vermeiden  will,  als  neuer  Aus- 
gangspunkt der  Construction  verwendbar  bleibt.  —  In  ähnlicher 
Weise  ist  zu  verfahren,  wenn  mittelst  einer  Asymptote  und  dreier 
Peripheriepunkte  die  andere  Asymptote  gefunden  werden  soll.  Mit 
Hülfe  der  drei  Sehnen,  welche  durch  die  drei  Hyperbelpuukte  gelegt 
werden  können,  erlangt  man  drei  sich  gegenseitig  controlirende 
Punkte  der  zu  construirenden  Asymptote. 

Sucht  man  die  Bedingung,  unter  welcher  die  obige  Gleich- 
ung 5)  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln  giebt,  so  erhält  man  als  Kenn- 
zeichen für  den  Fall ,  in  welchem  die  durch  Nr.  4)  repräsentirte  Ge- 
rade zur  Tangente  wird ,  die  Eelation : 
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'mV      mc^ 

oder  nach  gehöriger  Hebnng: 

6)  mn^=  c^. 

Wird  mittelst  dieser  Bedingungsgleichung  die  Strecke  n  aus  Nr.  5) 
elimiuirt,  so  entsteht  für  die  Abscisse  des  Berührungspunktes,  die 
wir  mit  x^^  bezeichnen  wollen ,  das  Resultat : 

x^''  —  m  x^^  -\-  -27  =  ^) 
und  hieraus  folgt : 

Aus  4)  ergiebt  sich  dann  für  die  zugehörige  Ordinate: 

Die  Werthe  7)  und  8)  lassen  erkennen ,  dass  der  Berührungspunkt 
einer  Hyperbeltangente  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten 
gelegen  ist,  in  welchen  die  Tangente  von  den  Asymptoten  geschnit- 
ten wird.  Es  ist  dies  wieder  die  oben  für  die  Sehnen  gefundene 
Eigenschaft,  ausgedehnt  auf  den  Fall,  wo  die  beiden  Durchschnitte 
der  Geraden  und  der  Hyperbel  in  einen  übergehen  und  die  Sehne 
zur  Tangente  wird. 

Sind  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Coordinateu  x^  und  i/^ 
eines  Hyperbelpunktes  gegeben,  so  erhalten  die  von  der  Tangente 
dieses  Punktes  auf  den  Asymptoten  abgeschnittenen  Strecken  nach 
7)  und  8)  die  Längen 

m=2xj^,         n  =  2y^^ 

von  denen  jede  einzelne  ausreicht ,  um  damit  die  Tangente  zu  con  • 
struiren.  Werden  endlich  diese  Werthe  in  Nr.  4)  eingesetzt,  so  er- 
langt die  auf  die  Asymptoten  bezogene  Gleichung  der  Hyper- 
beltangente im  Punkte  x^y^  die  Gestalt 

oder  wenn  man  mit  der  für  x-^  y^  geltenden  Gleichung 

^^i2/i  =  -2 
multiplicirt , 
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10)  yios+x^y  =  -^. 

Die  letzte  Gleichung  gehört  nicht  allein  in  Beziehung  auf  x  und  y, 
sondern  auch  für  x^^  und  y^^  dem  ersten  Grade  an  und  gestattet  in 
Folge  ihrer  symmetrischen  Form  die  Vertauschung  der  Punkte  xy 
und  Xj^  y^^.  Diese  Bemerkungen  reichen  hin ,  um  daraus  mit  Hülfe 
einer  schon  mehrfach  angewendeten  Schlüssfolgerung  das  Resultat 
herzuleiten ,  dass  für  einen  ausserhalb  der  Hyperbel  gelegenen  Punkt 
iCj^/i  Ni'-  10)  clie  Gleichung  der  Berührungssehne  darstellt. 

§  29. 
Die  Quadratur  der  Hyperbel. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellte  Gleichung  der  Hy- 
perbel kann  auch  benutzt  werden,  um  daraus  den  Inhalt  hyper- 
bolisch begrenzter  Flächen  abzuleiten.  Wir  beschränken  uns  auf 
Berechnung  eines  Plächenstreifens ,  welcher  von  einer  Asymptote, 
zwei  zur  andern  Asymptote  parallelen  Ordinaten  und  dem  zwischen 
diesen  Ordinaten  gelegenen  Hyperbelbogen  begrenzt  ist.  Andere 
Flächentheile ,  in  deren  Begrenzung  ein  Hyperbelbogen  auftritt, 
sind  durch  geometrische  Zerlegung  hierauf  zurückzuführen. 

Zur  Vorbereitung  entwickeln  wir  den  Flächeninhalt  eines  Pa- 
rallelogrammes ,  welches  von  den  Asymptoten  und  den  hierzu  pa- 
rallelen Coordinaten  eines  Hyperbelpunktes  xy  begrenzt  ist,  d.  i. 
den  Werth  von  xy  sin  «,  wenn  o;  den  Asymptotenwinkel  bezeichnet, 
der  hierbei  als  Coordinatenwinkel  auftritt.  —  Hat  y  die  im  vorigen 
Paragraphen  unter  1)  angewendete  Bedeutung-,  so  folgt  aus  der 
Gleichung 

ß  =  2y 

in  Verbindung  mit  der  goniometrischen  Relation 

.    rt  2  tan  y 

sm2y  =  -—— — — 
1  +  tan-  Y 

bei  Einführung  des  Werthes  von  tan  y :  * 

2ah 
a^  +  V 

Wird  diese  Gleichung  mit  Nr.  2)  des  vorhergehenden  Paragraphen 
durch  Multiplication  verbunden ,  so  ergiebt  sich 


0 
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1)  xy  sin  a^^al) 

für  den  gesuchten  Flächeninhalt. 

Mit  diesem  Inhalte  soll  ein  Flächenstreifen  der  in  Rede  stehen- 
den Art,  wie  P-^^M^M^P^  in  Fig.  49,  in  Vergleichung  gestellt  wer- 
den. Znnächst  lässt  sich  die  Fläche 
dieses  Streifens  in  zwei  Grenzen  ein- 
schliessen,  indem  man  ziir  oberen 
Grenze  ein  Parallelogramm  mit  den 
anstossenden  Seiten  P^  M^  nnd  M^  Ji^, 
zur  unteren  ein  Parallelogramm  mit 
^X'  '^^-    '^    den  Seiten  M^M.^  und  IL^P.^  nimmt. 

Wird  die  gesuchte  Fläche  mit  F  bezeichnet,  und  sind  ä;^,  y^  die  Co- 
ordinaten  des  Punktes  P^ ,  sowie  x.2  und  y^  die  von  P^ ,  so  erhält 
man  hieraus: 

Vi  (^2  —  ^i)  ^^''^  ß  ^  P  i>  2/2  (%  —  *'i)  ^^'^*  "• 

Werden  nun  diese  Ungleichungen  durch  die  aus  1)  folgenden  Gleich- 
ungen 

a:;j ^/^  sin  a  =  ^  ah  =  x.^yo  sin  a 

dividirt,  so  wird  hierdurch  das  Verhältniss  zwischen  der  Fläche  F 
und  der  in  1)  enthaltenen  constanten  Fläche  ^ab,  welches  mit  99 
bezeichnet  werden  soll,  von  dem  Verhältnisse  zwischen  der  End- 
imd  Anfangsabscisse  des  Streifens ,  welches  ^  heissen  mag ,  abhängig 
gemacht.    Mit  Anwendung  der  Bezeichnungen 

2  P  X 

erhält  man  nämlich  aus  dieser  Division : 

g-l>(p>l-|, 
und  hieraus  wieder ,  wenn  man  auf  |  reducirt , 

3)  T^>ä>l  +  *- 

Die  in  Nr.  3)  enthaltenen  Grenzen  für  den  Quotienten  ^  in  sei- 
ner Abhängigkeit  vom  Quotienten  qo  lassen  sich  enger  ziehen,  wenn 
man  zwischen  die  Anfangs-  iind  Endordinate  des  zu  berechnenden 
Streifens  n  —  1  Ordinaten  so  einschaltet ,  dass  dadurch  seine  Fläche 
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F 

in  n  Streifen  vom  gleiclieu  Flächeninhalte  —  zerfällt.'-'  Die  flu-  diese 

n 

einzelnen  Streifen  geltenden  Verhältnisse  der  End-  und  Aufangs- 
abscissen ,  d.  h.  die  darin  an  die  Stelle  von  ^  tretenden  Werthe,  sol- 
len in  der  Eeihenfolge  der  Streifen  von  M^  nach  Jig  hin  mit  |j ,  ^2? 
Ig  ...  ^n  bezeichnet  werden ,  so  dass ,  da  bei  Aufstellung  dieser  Ver- 
hältnisse sämmtliche  zwischen  x^^  nnd  X2  eingeschalteten  Abscissen 
sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner  vorkommen,  bei  Multiplication  aller 
dieser  Werthe  das  Resultat 

zum  Vorschein  kommt.  Wird  nun  auf  jeden  der  n  Streifen  die  obige 

F 

Einschliessung  in  Grenzen  angewendet,  so  tritt  hierbei  —  au  die  Stelle 

von  F ,  also  auch  —  an  die  Stelle  von  <p ,   und  es  ergiebt  sich  für 

irgend  eines  der  besprochenen  Abscissenverhältnisse,  welches  '^m  heis- 
sen  möge,  aus  Nr.  3)  mit  einer  einfachen  Formänderung  im  ersten 
Theile  dieser  Ungleichung : 

(i-^r'>i»,>i+^. 

\         nj  n 

Werden  nachher  alle  diese  Abscissenverhältnisse  mit  einander  mul- 
tiplicirt ,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Nr.  4) 

oder  auch ,  wenn  man  noch  mit  —  potenzirt  und 

n 

—  =  CO 

<p 

setzt,  wobei  co  eine  gleichzeitig  mit  n  wachsende  und  gleichzeitig 
mit  n  unendlich  werdende  Grösse  bezeichnet. 

Man  gelangt  jetzt  zu  einer  Gleichung  zwischen  dem  Abscissenver- 
hältnisse ^  nnd  dem  Flächenverhältnisse  cp  ,  wenn  man  die  Anzahl 
der  einzelnen  Streifen,  d.  i.  n  bis  in  das  Unendliche  wachsen  lässt. 


*  Die   Art   der  Ausführung   dieser    Einschaltung  ergiebt  sich   aus 
den  Kesultaten  der  vorliegenden  Untersuchung. 
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■womit  also  uo  ebenfalls  einen  unendlichen  Werth  erlangt.  Nach 
einem  bekannten  algebraischen  Satze '="■  eonvergiren  hierbei  die  beiden 
in  Nr.  5)  enthaltenen  Grenzen  gegen  einen  gemeinschaftlichen  Grenz- 
werth,  nämlich  gegen  die  irra,tionale  Zahl 

c  =  2,7182818..., 
d.  i.   die  Basis   des  natürlichen  Logarithmensystems.    Man  erhält 
folglich  aus  Nr.  5) 

und  bei  Anwendung  von  Logarithmen  eines  beliebigen  Systemes : 

__%J 
"^      hg  c  ' 

oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  von  cp  und  ^  aus  Nr.  2)  und  Re- 
duction  auf  F: 

6)  F=öl ^og 

J  log  e 


*  Aus  dem  in  der  Aumorkuug  auf  S.  113   für  a  y' h  und  ein  ra- 
tionales m  ;>  1  bewieseneu  Resultate 

m  a  S> H —  ^  m  u         , 

ci  —  o  . 

welches  durch  Einschlicssung  iu  Grenzen  auch  auf  irrationale,  die  Ein- 
heit übersteigende  Werthe  von  m  ausgedehnt  werden  kann,  folgt: 

VI  a"'  - '  (rt  -  6)  >  a"'  -  b'"  >  m  &'"  -^  [ct-h). 

Wird  hierin  a  =  — -, —  ,  &  —  1  und  m  =■  —  gesetzt,  wobei  /;;  >  n  >  1  sein 
k  n 

soll,  so  folgt: 

In  gleicher  Weise  erhält  man  unter  Beibehaltung  der  für-  m  gemachten 
Substitution,  wenn  man  a  —  1,  T)  —  — ^ —  setzt, 

K 

Die  gefundenen  Resultate  zeigen,  dass,  wenn  man  n  zwischen  den  Gren- 
zen 1  imd  Qo  beliebig  wachsen  lässt ,  der  Werth  der  Function  ( ) 

\    n    / 

(n    \  w 
)      fortwährend     ab- 
n  —  1/ 
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Bei  Anwendung  gemeiner  Logarithmen  entstellt  hieraus  in  Zahlen : 

ferner  erhält  man  bei  Benutzung  natürlicher  Logarithmen,  wenn 
man  dieselben  durch  Vorsetzen  des  blossen  Buchstaben  l  vor  den 
Logarithmanden  bezeichnet ,  den  einfacheren  Ausdruck : 

8)  F=^ah.l('^^^ 

Da  der  Flächeninhalt  in  der  Formel  6),  sowie  in  den  davon  ab- 
geleiteten 7)  und  8)  ausser  von  den  darin  enthaltenen  constanten 

Werthen  nur  von  dem  Abscissenverhältnisse  —  abhängig  gemacht 

ist,  so  folgt,  dass  bei  einer  gegebenen  Hyperbel  Flächenstreifen  der 
betrachteten  Art  gleichen  Inhalt  besitzen  müssen,  wenn  dieses  Ver- 


nehmen muss.  Da  jedoch  für  jedes  endliche  n  die  letztere  dieser  Func- 
tionen immer  grösser  ist  als  der  entsprechende  Werth  der  ersteren,  so 
kann  weder  jene  verschwindend  klein  werden,  noch  diese  in  das  Un- 
endliche wachsen.  Schliesslich  müssen  beide  zusammenfallen,  weil  für 
ihre  Differenz  aus  der  oben  zu  Grunde  gelegten  Ungleichung 

1  /    n    \" 

sich  als  obere  Grenze  —  ( )    ergiebt ,    welcher  Werth   bei  unend- 

n  \n  —  1/ 

(n    \" 
)    endlich  bleibt,  gegen 

die  Null  convergirt.  Beide  Functionen  haben  folglich  einen  gemein- 
schaftlichen Grenzwerth,  für  welchen,  wenn  er  mit  e  bezeichnet  wird, 
Näherungsresultate  aus  der  Ungleichung 


abgeleitet  werden  können.  —  Beachtet  man  nun,   dass  der  Ausdruck 

I -j    auch  in  der  Form  (  1 \       geschrieben    werden    kann,    so 

lässt  sich,  wenn  man  m  an  die  Stelle  eines  unendlich  werdenden  n  setzt, 
das  Resultat  der  vorhergehenden  Betrachtungen  in  der  Gleichung 

zusammenfassen,  wobei  w  ebensowohl  einen  positiven  als  einen  nega- 
tiven Werth  haben  kann. 
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hältniss  in  denselben  einen  gleichen  Werth  hat.  Hierans  ergiebt 
sich  weiter ,  dass  die  in  Fig.  49  angewendete  Zerlegung  der  Strei- 
fenfläche in  Theile  gleichen  Inhaltes  lediglich  darauf  hinauskommt, 
den  auf  einander  folgenden  Abscissen  Werthe  zu  geben,  welche  eine 
goometrische  Progression  bilden. 

Zum  Schlüsse  ist  noch  zu  bemerken,  dass  mit  Rücksicht  auf 
§  28  Nr.  2)  bei  allen  in  diesem  Paragraphen  angestellten  Unter- 
suchungen an  die  Stelle  des  Abscissenverhältuisses  —  auch  das  Ordi- 

natenvefhältniss  —  gesetzt  werden  kaun. 
Vi 


Achtes  Capitel. 

Die  Linien  zweiten  Grades. 


§  30. 

Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  der  Linien 
zweiten  Grades. 

Nachdem  wir  in  den  yorliergelieuden  Capiteln  einige  Linien 
näher  kennen  gelernt  haben,  deren  Gleichungen  sämmtlich  dem 
zweiten  Grade  angehörten ',  bleibt  noch  die  Frage  zu  entscheiden,  ob 
aitsser  ihnen  andere  Linien  dieses  Grades  existiren  oder  ob"  mit 
Untersuchung  der  Kegelschnitte  der  zweite  Grad  völlig  erschöpft 
ist.  Wir  haben  zu.  diesem  Zwecke  die  allgemeinste  Gleichung  zwei- 
ten Grades  zwischen  den  Coordinaten  x  und  y  zu  betrachten ,  wofür 
bereits  früher  (§  9  Nr.  7)  die  Form 

festgestellt  wurde,  und  zu  untersuchen ,  welche  verschiedenen  Linien 
dadurch  repräsentirt  werden  können.  Um  dieser  Untersuchung  die 
möglichste  Allgemeinheit  zu  verleihen,  setzen  wir  zunächst  ein  Pa- 
rallelcoordinatensystem  mit  beliebigem  Coordinatenwinkel  voraus, 
suchen  aber  durch  Discussion  der  Gleichung  solche  neue  Lagen  der 
Coordinatenachsen  zu  ermitteln,  für  welche  die  Gleichung  einfachere 
Formen  erhalten  muss.  Wird  auf  diese  neuen  Lagen  transformirt, 
so  werden  wir  dadurch  zur  Classification  der  in  Rede  stehenden 
Linien  gelangen.  Da  unsere  Coordinatenachsen  geradlinig  sind,  so 
beginnen  wir  die  Untersuchung  mit  den  Beziehungen,  welche  zwi- 
schen den  Linien  zweiten  Grades  und  einer  beliebigen  Geraden  statt- 
finden. 

Soll  ein  Punkt  xy  gleichzeitig  auf  einer  Linie  zweiten  Grades 
und  einer  Geraden  gelegen  sein,  so  gilt  für  seine  Coordinaten ,  weil 
er  der  ersten  Linie  angehört ,  eine  Gleichung  von  der  Form : 
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1)  Ax^-+By--]-2Cxy-\-2Dx-{-2Ey  +  F:^0', 

die  Gleicliuug  der  Geraden  mag  wie  in  den  beiden  vorliergelieudeu 
Capiteln  dnrcla 

2)  y  =  Mx-\-n 

repräsentirt  werden.  Durcli  Substitution  des  letzten  Vferthes  von  y 
in  ISTr.  1)  erhält  man  für  die  x  solcher  Punkte,  welche  beiden  Linien 
angehören : 

)     {A  +  B]iP  +  2C3l)x'-  +  2{B3In  +  Cn  +  D  +  E3l)x 

die  zugehörigen  y  finden  sich  aus  Nr.  2).  Hierbei  sind  folgende  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden: 

cc.  Finden  gleichzeitig  die  drei  Gleichungen: 

Ä-{-B3r^-^2  CM=0,     {BM  +C)n^B  +  EM^O, 


^^     ^  Bn^-\-2En  +  F=^0 

Geltung,  so  genügt  jedes  x  der  Gleichung  3)  und  die  Gerade  fällt 
mit  der  durch  Nr.  1)  dargestellten  Linie  zusammen.  Da  in  diesem 
Falle  zwei  der  drei  imter  4)  aufgestellten  Gleichungen  ausreichen, 
um  31  und  n  zu  berechnen ,  so  kann  man  hierzu  die  beiden  ersten 
wählen,  deren  erstere  nur  31  enthält,  nach  dessen  Berechnung  iz 
sich  aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt.  Beachtet  man,  dass  die 
erstere  Gleichung  in  Beziehung  auf  31  dem  zweiten ,  die  zweite  in 
Beziehung  auf  n  dem  ersten  Grade  angehört,  so  folgt,  dass  sich 
hieraus  höchstens  zwei  Paar  zusammengehöriger  reeller  Werthe  ven 
3£  und  n  ergeben,  d.  h.  es  giebt  höchstens  zwei  Gerade,  deren 
Punkte  der  Gleichung  1)  genügen.  Eeducirt  man  die  Gleichungen 
dieser  Geraden  auf  Null ,  so  giebt  ihr  Product  ebenfalls  eine  Gleich- 
ung zweiten  Grades ,  welche  dieselben  Punkte  wie  Nr.  1)  darstellt 
und  daher  mit  dieser  Gleichung  identisch  sein  muss.  —  Die  Beding- 
ung, unter  welcher  in  solcher  Weise  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
geradlinige  Gebilde  darstellen  kann,  findet  man  aus  den  Gleich- 
ungen 4) ,  wenn  man  darin  31  und  n  eliminirt.  In  besonders  ein- 
facher Weise  geschieht  dies,  wenn  man  dieselben  nach  Multiplication 
mit  B  auf  die  folgenden  Formen  bringt : 
{B3I-{-Cf=C^-AB,  {B3I+C){Bn  +  E)  =  CE-BD, 
{Bn+Ef  =  E'^-BF. 
Quadrirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  und  substituirt  auf  der 
linken  Seite  die  in  den  beiden  anderen  enthaltenen  Werthe,  so  ergiebt 
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sich  ein  Resultat,  welches  nach  Wiederausscheidnng  des  Factors  B 
in  den  Ausdruck 

5)     I){BB~CE)  +  JE{AE-  Giy)  +  F{C^-AB)  =  0 

umgeformt  werden  kann. 

ß.  Verschwinden  nicht  gleichzeitig  alle  drei  Glieder  der  Gleich- 
ung 3),  so  gehört  sie  in  Beziehung  auf  x  dem  zweiten  oder  ersten 
Grade  an,  je  nachdem  der  Coefficient  von  x^  von  Null  verschieden 
oder  gleich  Null  ist.  Im  ersteren  Falle  besitzt  sie  höchstens  zwei 
reelle  Wurzeln,  führt  also  höchstens  zu  zwei  gemeinschaftlichen 
Punkten ,  im  zweiten  ist  nur  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  vorhan- 
den. Zu  bemerken  ist  übrigens,  dass  der  letztere  Fall  für  nicht 
mehr  als  zwei  specielle  Richtungen  der  Geraden  stattfinden  kann,* 
da  die  dazu  nöthige  Bedingungsgleichung 

A-\-BM^  +  2CM=0 

in  Beziehung  auf  M  dem  zweiten  Grade  angehört. 

Das  Resultat  der  vorhergehenden  Betrachtungen  lässt  sich  -in 
dem  Fundamentalsatze  zusammenfassen:  jede  Gerade,  welche 
mit  einer  Linie  zweiten  Grades  nicht  zusammenfällt, 
kann  mit  ihr  nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemein  haben. 

Sobald  zwei  Durchschnittspunkte  vorhanden  sind  oder  sobald 
die  Gerade  eine  Sehne  bildet,  kann  die  Gleichung  3)  durch  den 
Coefficienten  von  x^  dividirt  werden.    Dann  entsteht : 

■  aBM±C)n±B±EMi^ 

öj  x^zy      A  +  BM^  +  2CM     r^^     ^' 

wobei  zur  Abkürzung  P  für  den  Inhalt  des  Gliedes  gesetzt  ist, 
welches  das  Product  der  beiden  Wiirzeln  enthält  und  dessen  Grösse 
für  die  folgende  Betrachtung  unwesentlich  bleibt.  Bezeichnen  wir 
nun  mit  x  und  y  die  Coordinaten  der  Sehnenmitte,  so  muss  nach 
einem  schon  mehrfach  angewendeten  Satze  x  dem  arithmetischen 
Mittel  der  beiden  Wurzeln  von  Nr.  6)  gleich  sein.    Man  erhält  also : 

_      {BM-^C)n+B-{-EM 
*"■"      A-\-B]SP  +  2CM      ' 

während  das  zugehörige  y  wieder  aus  der  Gleichung: 


*  Als  solche  specielle  Richtungen  haben  wir  bereits  bei  der  Pa- 
rabel die  Richtung  der  Achse  und  bei  der  Hyperbel  die  Richtung  der 
Asymptoten  kennen  gelernt. 
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y  =  Mx  +  tt' 
gefunden  wird.  Wenn  ans  den  beiden  letzten  Gleielinngen  die  Oon- 
stante  n  eliminirt  wird,  so  bleiben  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
der  Sehne  nur  noch  von  der  Richtung  dieser  Geraden  abhängig ;  es 
ergiebt  sich  dann  als  Bedingung  dafür,  dass  der  Punkt  xy  auf  der 
Mitte  einer  Sehne  mit  der  Richtungsconstante  M  gelegen  ist, 

7)  {A-\-CII)x  +  {BM-\-C)y  +  I)  +  EM=:^0. 

Diese  Gleichung  gilt  in  ungeänderter  Weise ,  so  lange  M  denselben 
Werth  behält,  d.  i.  für  ein  System  paralleler  Sehnen;  ihrer  Form 
nach  repräsentirt  sie  eine  gerade  Linie.  Man  kann  hiernach  den 
Satz  aussprechen:  die  Mittelpunkte  aller  parallelen  Sehnen  ' 
einer  Linie  zweiten  Grades  liegen  in  einer  Geraden; 
alle  Linie  zweiten  Grades  besitzen  also  geradlinige  Durchmesser. 
Nr.  7)  ist  die  Gleichung  des  Durchmessers  für  die  Sehnen  mit  der 
Richtungsconstante  M. 

Bezeichnen  wir  mit  a  und  /3  die  beiden  Winkel ,  welche  eine 
Schaar  paralleler  Sehnen  der  Reihe  nach  mit  der  x-  und  ?/- Achse 
einschliesst ,  so  ist  nach  §  5  Nr.  2) 

Sin  p 

man  hat  daher ,  wenn  «  =  0 ,  auch  M  =  0,  dagegen ,  wenn  ß  =  0, 
M=  (X)  zu  setzen.  Die  erste  dieser  beiden  Substitiitionen  giebt 
aus  Nr.  7) 

8)  Äx+Cy  +  D^O 

für  den  Durchmesser  der  mit  der  x  -  Achse  parallelen  Sehnen.  Wird 
ferner  die  Gleichmig  7)  durch  M  dividirt  und  dann  711"=  co    oder 

—  =  0  gesetzt ,  so  erhält  man  als  Gleichung  des  Durchmessers  aller 

zur  y  -  Achse  parallelen  Sehnen  : 

9)  Cx  +  By-\-E  =  0. 

Die  Gleichung  jedes  beliebigen  Durchmessers  kann ,  wenn  man  die 
mit  dem  Factor  31  behafteten  Glieder  von  den  übrigen  trennt ,  in 
der  Form 

10)  Äx+Cy  +  D-}-M{Cx  +  By-\-E)  =  0 

geschrieben  werden.  Da  diese  letzte  Gleichung  von  einem  x  und  y 
befriedigt  wird ,  welche  den  Gleichungen  8)  und  9)  Genüge  leisten. 
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*!■ 


SO  folgt,  dass  sicli  alle  drei  durch  diese  Gleiclumgen  repräseiitirten 
Geraden  in  einem  Punkte  schneiden,  oder  auch,  wenn  dieser  Punkt 
in  der  Unendlichkeit  gelegen  ist,  parallel  laufen.  Mit  Rücksicht 
darauf,  dass  Nr.  10)  jedem  beliebigen  Durchmesser  angeh'ört^  folgt 
hieraus  der  Satz:  Alle  Durchmesser  einer  Linie  zweiten 
Grades  laufen  entweder  parallel  oder  schneiden  sich  in 
e  i  n  e  m  P 11  n  k  t  e. 

Um  zu  entscheiden,  wann  der  eine  oder  der  andere  dieser  bei- 
den Fälle  stattfindet,  suchen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
punktes der  Linien  8)  und  9)  auf,  die  wir  mit  u  xmd  v  bezeichnen 
wollen.    Man  hat  dann 


^^^  I     Cu-\-Bv-\-E  =  0, 

imd  hieraus  folgt: 

_BB-  CE  _AE-  CD 

Ist  nun  der  gemeinschaftliche  Nenner  dieser  beiden  Brüche,  für 
welchen  die  Bezeichnung 

13)  J  =  C'--AB 

eingeführt  werden  soll ,  von  Null  verschieden ,  so  besitzen  ti  und  v 
endliche  Werthe ,  die  Durchmesser  schneiden  sich  also  in  endlicher 
Entfernung ;  sie  laufen  dagegen  parallel ,  wenn  ^  =  0  und  dabei  die 
Zähler  von  Null  verschieden  sind.  Sollten  dagegen  im  letzten  Falle 
auch  die  Zähler  verschwinden,  so  erhalten  u  und  v  die  unbestimmte 

Farm  jr ,  wodui-ch,  je  nachdem  dies  für  einen  oder  beide  Zähler 

stattfindet,  auf  den  Parallelismus  der  Durchmesifer  mit  einer  der 
beiden  Coordinatenachsen  oder  auf  das  Zusammenfallen  sämmtlicher 
Durchmesser  hingedeutet  wird. 

Die  Bedingung  des  Parallelismus,  worin  das  Zusammenfallen 
miteingeschlossen  ist,  kann  noch  dadurch  bestätigt  werden ,  dass 
wir  aus  der  Gleichung  7)  die  ßichtungsconstante  des  Durchmessers 
herleiten ,  welche  M'  heissen  mag.   Wir  erhalten : 

A+CM 


14)  iir  =  - 


BM+C 


oder  auch,  wenn  wir  im  Zähler  C  und  im  Nenner  B  als  Factor  aus- 
heben , 


Cap.VlII.  —  §31.    Erster  Haupf-fall:  ^  >  0.  177 

/  A    N 


M'  =  -^-^ 


<''  +  b) 


Die  letzte  Form  zeigt ,  dass]  3£'  für  jede  Riclitiiugsconstaute  M  der 

C 
Seimen  den  nuveräuderlichen  Werth  —  —  erhält,   oder  dass  alle 

Drirclimesser  gleiche  Richtung  besitzen ,  wenn  die  Relation 

C  X) 

Geltung  hat.  —  In  jedem  anderen  Falle,  d.  i.  wenn  z/  p  0,  bleibt 
M'  von  M  abhängig ,  und  zwar  besteht  dafüi* ,  wie  mau  leicht  aus 
14)  ableiten  kann,  die  Bedingung: 

15)  B  MM'  +C{M+  31')  +  ^  =  0. 

Diese  letzte  Gleichung  besitzt  eine  so  symmetrische  Form,  dass  darin 
M  und  M'  vertauscht  werden  können ,  d.  h.  dass  die  Richtung  des 
Durchmessers  in  die  der  anfängliche»  Sehnen  übergeht,  wenn  die 
Sehnen  die  Richtung  des  anfänglichen  Durchmessers  annehmen. 
Dies  ist  aber  die  Eigenschaft  der  conjugirten  Durchmesser, 
welche  sich  hiernach  bei  allen  Linien  zweiten  Grades  vorfindet,  deren 
Durchmesser  nicht  parallel  laufen.  Zugleich  folgt,  wie  bei  der 
Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel,  dass  alle  Durchmesser  im  Punkte 
UV  halbirt  werden.    Derselbe  ist  also  Mittelpunkt. 

!N'ach  dem  Vorhergehenden  zerfallen  alle  Linien  zweiten  Grades 
in  zwei  Classen:  in  solche,  welche  einen  Mittelpunkt  besitzen,  wo- 
bei J  ^  0  sein  muss ,  und  in  Linien  ohne  Mittelpunkt,  für  welche 
die  Relation  z/  =  0  Geltung  hat.  Im  Folgenden  sollen  beide  Fälle 
einzeln  untersucht  werden. 

§31. 
Fortsetzung. 

Erster  Ha uptfall:  zJ  ^  0.  Da  hierbei  ein  Mittelpunkt  vor- 
handen ist,  so  kann  derselbe  zum  Anfangspunkte  eines  neuen  Co- 
ordinatensystemes  gewählt  werden,  dessen  Achsen  den  ursprüng- 
lichen Coordinatenachsen  parallel  laufen.  Nach  den  Transformations- 
formeln für  parallele  Achsenverschiebung  erhält  man  die  neue  Gleich- 

Aiial.  Geom.  1.  ~  12 
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ung  der  zu  untersuchenden  Linien  zweiten  Grades ,  wenn  man  x  in 
x-\-u  und  y  in  y  -{-  v  übergehen  lässt.  Aus  der  Gleichung  1)  des 
vorhergehenden  Paragraphen  entsteht  dann  : 

i  Äx^  +  By^  +  2Cxy 

1)  <       -\-2{Au-\-Cv-{-D)x+2{Cu  +  Bv-\-'JEr)y 

I   +Ati^-\-Bv^-\-2Cuv-\-2Du-\-2Ev-\-F=0. 

Mit  Eücksicht  auf  §  30  Nr.  1 1)  fallen  hierin  diejenigen  Glieder  aus, 
welche  x  und  y  in  der  ersten  Potenz  enthalten ;  es  bleibt  also : 

2)  Äx^-\-By^-{-2Cxy  +  i:=0, 

wobei  zur  Abkürzung 

2J=^  Au^  +  Bv^-{-2  Cuv  -\-2I)u-\-  2Ev  +  F 
gesetzt  ist.    Schreiben  wir  die  letzte  Gleichung  in  der  Form 

2;=  {Au  +  Cv -\- D)  u -{-  {Cu  -\-Bv-{-E)v  +  Du-\-Ev  +  F, 

so  reducirt  sich  dieselbe  mittelst  der  soeben  benutzten  Relationen  auf 

2J=Dtt  +  Ev-{-F, 

worein  die  Werthe  von  u  und  Ij  aus  Nr,  12)  des  vorigen  Paragraphen 
zu  substituiren  sind.    Man  erhält : 

D  (BD  -  CE)  -\- E{AE -  CD)  +  F {C^  -  AB) 
C-'-AB 

oder  mit  Rücksicht  auf  §  30  Nr.  13),  wenn  noch  zur  Abkürzung 

3)  D{BD-CE)-{-E{AE-CD)  +  F{C^  —  AB)  =  -r 
gesetzt  wird , 

4)  E=-^. 

Zum  Zwecke  der  Berechnung  kann  der  Werth  von  T  aus  Nr.  3)  in 

5)  r^  ABF  -\-2CI)E  -  iC'^  F  ^B'^B  ^E'^  A) 

umgeformt  werden ;  zu  bemerken  ist  übrigens  in  Beziehung  auf  die 
Form  3) ,  dass  nach  derselben  die  in  §  30  Nr.  5)  aufgestellte  Be- 
dingung für  das  Vorhandensein  geradliniger  Gebilde  zweiten  Gra- 
des in 

r=0 

übergeht. 

Mit  Benutzung  der  aufgestellten  Werthe  wird  die  auf  das  neue 
Coordinatensystem  bezogene  Gleichung  2)  zu 
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6)  Ax^-\-Bif  +  2Cxy  =  —  . 

Der  Mittelpunkt  ist  hierbei  Coordinateuanfang ;  beide  Achsen  sind 
also  Durchmesser  der  Linie  zweiten  Grades. 

Wir  wollen  nun  mit  Beibehaltung  des  Coordinatenanfanges  und 
der  a;- Achse  die  Achse  der«/  in  eine  solche  Lage  bringen,  dass  beide 
Linien  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  darstellen.  Da  dann  die 
neue  «/-Achse  Durchmesser  für  die  der  a;- Achse  parallelen  Sehnen 
sein  muss,  so  hat  sie  nach  §  30  Nr.  8)  im  jetzigen  Systeme  die 
Gleichung 

Ax-\-Cy  =  0, 

woraus  ferner  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  2)  §  5 

sin  ß  C 


7) 


sin  a  A 


abgeleitet  wird ,  wenn  a  und  ß  die  von  der  neuen  y  -  Achse  und  den 
jetzigen  Coordinatenachsen  eingeschlossenen  Winkel  bedeuten,  und 
zwar  so ,  dass  a  den  neuen  und  oo  =  a  -\-  ß  den  jetzigen  Coordinaten- 
winkel  darstellt.  Vorausgesetzt  ist  hierbei ,  dass  A  von  Null  ver- 
schieden ist ,  weil  avisserdem  die  neue  y  -  Achse  mit  der  jetzigen  bei- 
zubehaltenden ic- Achse  zusammenfallen  würde. ''^  Wir  setzen  daher 
vorläufig  voraus ,  dass  A  ^  0 ,  und  werden  den  Fall  A  =  0  später 
einer  besonderen  Betrachtung  unterwerfen. 

Wird  zunächst  über  die  y  -  Achse  so  verfügt ,  dass  mit  Beibe- 
haltung des  Coordinatenanfanges  und  der  ä;- Achse  der  neue  Coordi- 
natenwinkel  die  Grösse  a  nocji  ohne  weitere  Beschränkung  erhält, 
so  lässt  sich  aus  den  Formeln  6)  §  4  herleiten,  dass  beim  Ueber- 
gange  zum  neuen  Cooi'dinatensysteme 

sin  ß 

X  \ü  X  -\-  y  — — 

sin  DJ 

sin  a 

y   "         2/;7-— 
smoi 

übergehen  muss,  wobei  zur  Abkürzung  nach  dem  Vorigen  ß  =  co  —  a 
gesetzt  worden  ist.  Man  erhält  dann  aus  der  Gleichung  6)  die  auf 
das  neue  System  bezogene  Gleichung : 


*  Für  das  Zusammenfallen  zweier  conjugirten  Durchmesser  ist  uns 
ein  Beispiel  in  den  Asymptoten  der  Hyperbel  bekannt. 

12* 
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2  1    f-^  -S''^'^^  /3  +  5  sin^  a  -\-  2C  sin  a  sin  /3> 
\  sm''  0)  y 

,  ^  /^  sin  ß  -\-  C  sin  a\  F 

V  sin  (0  /    -^     ^ ' 


8) 


welche  aucli  in  der  Form 

\sin^  a         A     sin  a      A.l  simrui 
,  „    .  fsin  ß  ,  C\  sin  cc  F 

\sina      AJ  smca  A 

geschrieben  werden  kann.  Durch  Einsetzung  des  unter  7)  gegebenen 
Werthes  entsteht  hieraus  für  die  zu  untersuchende  Linie  zweiten 
Grades  die  Gleichung: 

'  A  sin^  0)  A 

Da  wir  von  der  Voraussetzung  ausgingen ,  dass  A  von  Null  verschie- 
den sein  soll ,  so  können  wir  diesen  Werth  noch ,  ohne  der  Allge- 
meinheit der  Untersuchung  Eintrag  zu  thun,  als  positive  Grösse  an- 
nehmen ,  indem  nur  entgegengesetzten  Falls  die  Gleichung  zuvor  mit 
—  1  zu  multipliciren  ist.  In  Beziehung  auf  die  Grössen  F  imd  A 
lassen  sich  dann  folgende  sechs  Fälle  unterscheiden : 

1.  Ist  ^  <^  0  und  r<;^  0,  so  sind  alle  drei  Glieder  von  Nr.  9) 
positiv;  diese  Gleichung  erlangt  also  die  Form 

A  ä;^  4"  (^  lF  =  "^ ) 
wobei  l. ,  ju  und  v  drei  entschieden  positive  Grössen  bedeuten  sollen. 
Setzt  man  noch  . 

so  sind  a^  und  l)^  reelle  Werthe ,  und  man  erhält 

d.  i,  nach  §  22  Nr.  10)  die  Gleichung  einer  Ellipse,  bezogen  auf 
zwei  conjugirte  Durchmesser.  * 

2.  Wenn  ^  <!  0  und  P=0,   so  kann  mit  Beibehaltung  der 
vorigen  Bezeichnungen  die  Gleichung  9)  in  der  Gestalt 


*  Der  Kreis  ist  selbstverständlich  hierin  mit  eingeschlossen,  wenn 
«1  =  &i  und  der  Coordinatenwinkel  ein  rechter  ist. 
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A  ic^  +  (LI  2/^  =  0 

geschrieben  werden.  Für  reelle  x  und  y  müssen  dann  beide  Coordi- 
naten  gleich  Nnll  sein;  die  Linie  schwindet  also  iii  einen  Pixnkt 
—  den  Mittelpunkt  —  zusammen.  * 

3.  Sobald  z/  <  0  und  r=  0,  ist  es  nicht  mehr  möglich,  der 
dadurch  entstehenden  Gleichung 

x^  +  y^y  =  —  V 

in  reellen  x  und  y  zu  genügen ;  die  Gleichung  hat  also  gar  keine 
geometrische  Bedeutung. 

4.  Der  Fall  zi   >»  0  und  F  >  0  führt  auf  eine  Gleichung  von 
der  Form 

oder  aiich 


tr-(fr-. 


d.  i.  nach  §  27  Nr.  6)  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  bezogen  auf 
zwei  conjugirte  Durchmesser ,  von  welchen  der  die  Hyperbel  schnei- 
dende mit  der  a;- Achse  zusammenfällt 

5.  Wenn  //  >  0  und  T  =  0 ,  so  entsteht  die  Gleichung 

welche  in 

{x  yi-y  yi)  {x  yT-\-y]/'^)  =  o 

zerlegt  werden  kann.  Sie  repräsentirt  zwei  sich  schneidende 
gerade  Linien. 

6.  Ist  endlich  z/  >>  0  und  F  ■<^0,  so  erhält  man 

)iX^  —  }iy^  =  —  V 


iMff-^' 


oder 

/  X 

d.  i.  wieder  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  bezogen  auf  zwei  con- 
jugirte Durchmesser,  von  denen  aber  der  mit  der  ^Z- Achse  zusam- 
menfallende die  Hyperbel  schneidet. 


*  Schreibt   man  in  dem  vorliegenden  Falle   die  Gleichung  in  der 
Form 

{X  yi~  y  y^)  (X  yi+  y  y^) = o, 

so  drückt  sie  zwei  imaginäre  Gerade  aus.  Diese  Bemerkung  ist  inso- 
fern uicht  ohne  Wichtigkeit,  als  im  Uebrigen  die  Bedingung  P=0  ge- 
radlinige Gebilde  anzeigt. 
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In  dem  bis  jetzt  von  der  Untersuchung  ausgeschlossen  geblie- 
benen Falle ,  wo  J.  =  0  ist ,  kommen  in  2) ,  6)  und  8)  die  mit  x^  be- 
hafteten Glieder  in  Wegfall,  und  die  Transformation,  welcher  die 
Gleichung  9)  ihre  Entstehung  verdankt,  bleibt  unzulässig.  Man 
kann  aber  dann  bei  Drehung  der  Ordinatenachse  über  den  oben  be- 
nutzten Winkel  ß  so  verfügen ,  dass  in  Nr.  8)  auch  das  Glied  mit  y^ 
verschwindet.   Hierzu  ist 

10)  Bsma-\-2Csmß  =  0 

zu  setzen,  woraus,  wenn  wir  mittelst  der  Relation 

/3  =  (ö  —  a 

den  Coordinatenwinkel  to  einführen ,  die  Gleichung 

B  sin  a  -\-2C  sin  (co  ~  «)  =  0 
entsteht.    Nach  einfacher  ßeduction  folgt  hieraus : 

2  C  sin  et) 


11)  tan  a 


2Ccos(o-B' 


was  allemal  eine  mögliche  Lage  der  2/ -Achse  giebt,  da,  so  lange  .d 
von  Null  verschieden  ist,  nicht  A  und  C  gleichzeitig  verschwinden 
dürfen.    Man  erhält  dann  aus  8)  die  Gleichung : 

^  „.  r^  C  sin  a  r 

12)  2  —. xy=^  —  , 

'  sinvi      '^      A' 

welche  nach  §  28  Nr.  2)  die  auf  die  Asymptoten  bezogene  Gleich- 
ung einer  Hyperbel  darstellt,  wenn  T^O,  für  P  =  0  aber  in 
die  Gleichungen  der  neuen  Coordinatenachsen  zerfällt,  wodurch  also 
zwei  sich  schneidende  Gerade  repräsentirt  werden.  Beachten 
wir,  dass  für  A  =  0  und  C  <  0  allemal  C^^  AB ^  also  z/  >  0 
sein  muss,  so  sehen  wir,  dass  die  in  der  Gleichung  12)  enthaltenen 
Fälle  mit  dem  vierten,  fünften  und  sechsten  Falle  der  Gleichung  9) 
in  Uebereinstimmung  gebracht  werden  können. 

Aus  den  vorigen  Erörterungen  stellt  sich,  wenn  wir  ihre  Re- 
sultate kurz  zusammenfassen.  Folgendes  heraus:  Die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  in  der  Form  der  Gleichung  1)  §  30  be- 
deutet, vorausgesetzt,  dass  J.  ^  0, 

wenn  z^  <  0  oder  C^  <C  AB ^ 
für  r  <1  0  eine  Ellipse , 

,,    -T  =  0  einen  einzelnen  Punkt, 

,,    r'  >  0  kein  geometrisches  Gebild, 
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wenn  ^^  >  0  oder  C^  >>  ÄB^ 
für  r  ^  0  eine  Hyperbel , 
„    F  =  0  zwei  sich  schneidende  Gerade. 

Zu  bemerken  ist  hierbei  noch ,  dass  die  rücksichtlich  des  Vor- 
zeichens von  Ä  gestellt^  Bedingung  blos  auf  das  Vorzeichen  von  F, 
nicht  aber  auf  das  von  z/  Einfluss  hat.  Gilt  es  daher  nur ,  Ellipse 
und  Hyperbel  zu  unterscheiden,  so  kommt,  unbekümmert  um  das 
Vorzeichen  von  Ä,  lediglich  das  von  z/  in  Frage. 

Im  Falle  der  Hyperbel  kann  noch  nach  der  Bedingung  für  die 
Specialität  einer  gleichseitigen  Hyperbel  gefragt  werden.  Man  ge- 
langt zur  Beantwortung  dieser  Frage  mittelst  der  Bemerkung,  dass 
nur  in  einer  Hyperbel  dieser  Art  die  Asymptoten  sich  rechtwinklig 
durchschneiden.  Geht  man  nämlich  von  Nr.  6)  durch  Drehung 
beider  Achsen  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  über ,  so  ist  nach  §  4 
Nr.  7) 

sin  ß  cos  ß 

X  m  X y 

smra         sm  CO 

sin  a         cos  a 

y  n  X- \-y- 

sm  (o        sin  0) 

umzuwandeln ,  wenn  a  den  Winkel  zwischen  der  ursprünglichen  und 
neuen  ic- Achse  bezeichnet  und  zur  Abkürzung  co  —  «  =  /3  oder 

(Ü  =  Ci  -\-  ß 

gesetzt  wird.    Man  erhält  dann  aus  der  Gleichung  6) : 

^Ä  sin^  ß  -\-  B  sin?  a  +  2 C sin  a  sin  ß\    ^ 
\  sin^  CO  ) 

,  (A  cos^  ß  +  B  cos^  a  —  2Ccos  a  cos  ß\    ^  .   ^  F 

+ \ ^i^ )  y  +  ^^y = j' 

wobei  Ä' den  von  ^,  -B,  C,  a  und  ß  abhängigen  Coefficienten  von 
xy  bedeuten  soll,  dessen  specieller  Werth  für  die  folgende  Ent- 
wickelung  ohne  Einfluss  bleibt.  Finden  nun  gleichzeitig  die  Be- 
dingungen 

^  ^  i  A  sin^  ß  +  B  sin^  cc  -\-2C  sin  cc  sin  ß  =  0 

^  \  Acos^ß-{-B  cos'-ci-2Ccos  acos  ß  =  0 

Geltung ,  so  kann  K  nicht  verschwinden ,  weil  ausserdem  der  zweite 
Grad  gänzlich  verloren  gehen  würde.   Es  bleibt  also ; 
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r 

14)  Kxy  =  —, 

d.  i.  die  auf  die  Asymptoten  bezogene  Gleichung  einer  Hyperbel,  die 
hier  wegen  der  rechtwinkligen  Lage  der  Asymptoten  eine  gleichsei- 
tige sein  muss.  In  dem  einzigen  Falle,  wo  r  =  0,  geht  dieselbe  in 
zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Gerade  über. 

Das  Zusammenbestehen  der  zwei  unter  13)  aufgestellten  Be- 
dingungsgleichungen ist  an   die  aus   ihrer  Summe  hervorgehende 

Gleichung 

A-{-B-2Ccos{a-^ß)  =  Q 
oder  auch 

15)  A-\-B^2CcosGi 

geknüpft,  welche,  wenn  bereits  das  ursprüngliche  Coordinatensystem 
rechtwinklig  war,  in  die  einfachere 

16)  A  +  B  =  0 

übergeht.    Hierbei  ist  nach  15)  stets  C^  ^  f — ^ —  \  '^  AB^  also 

Bei  Geltung  der  Bedingung  15) ,  in  welcher  Nr.  16)  mit  einge- 
schlossen ist,  reicht  eine  der  unter  13)  gegebenen  Gleichungen  in 
Verbindung  mit  der  Eelation  c  -j-  /3  =^  co  aus ,  den  Winkel  cc  so  zu 
bestimmen ,  dass  dadurch  die  Gleichung  der  zu  untersuchenden  Linie 
in  Nr.  14)  übergeht.  Diese  Bedingung  ist  also  genügend,  die  Linie 
als  eine  gleichseitige  Hyperbel  (oder  im  speciellen  Falle  ein  System 
zweier  sich  rechtwinklig  schneidenden  Geraden)  zu  charakterisiren. 

§32. 
S  c  h  1  u  s  s. 

Zweiter  Haupt  fall:  z/  =  0.  Wir  müssen  hier  zunächst 
unterscheiden ,  ob  die  Zähler  der  im  vorigen  Paragraphen  angewen- 
deten Mittelpunktscoordinaten  u  und  v  Werthe  besitzen ,  die  von 
Null  verschieden  sind,  oder  ob  sie  zugleich  mit  z/  verschwinden. 
Gebrauchen  wir  für  diese  Zähler  die  Abkürzungen 

..  \   A^=^BB-CE 

'  \    yU  =  AE-CD, 

so  folgt,  wenn  z/  =  0,  also  C^  =  AB  gesetzt  wird , 
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Wir  ersehen  hieraus ,  dass ,  sobald  in  dem  jetzt  iu  Eede  stehenden 
Falle  ^j  =  0  wird ,  auch  v^^  —  0  sein  muss ,  wenn  nicht  B  und  G 
gleichzeitig  verschwinden;  ebenso  muss,  wenn  yL2^=^0  ist,  auch 
A^  =  0  sein ,  sobald  nicht  A  und  C  gleich  Null  sind.  ■■•• 

Untersuchen  wir  nun  den  Fall ,  wo  yl^  und  A^  beide  zu  Null 
werden ,  so  kann  man  hierbei  die  Coordinatentransformation  gänz- 
lich entbehren.  Wird  nämlich  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  in  gewöhnlicher  Weise  auf  a;  reducirt,  so  folgt  bei  Anwen- 
dung der  eingeführten  Abkürzungen 


-Cy-B+  ]/Ji/-2A^y+B^-AF 
A 

also  hier ,  wo  J  =  0  und  A^^^O,  nach  einfacher  Umformung : 
3)  Ax+  Cy  +  B  :f]/B''  -  AF=0. 

Vorausgesetzt  ist  dabei ,  dass  A  einen  von  iSTull  verschiedenen  Werth 
besitzt,  weil  sonst  die  Gleichung  zweiten  Grades  aufhören  würde,  in 
Beziehung  auf  x  quadratisch  zu  sein ;  folglich  ist  gleichzeitig  mit  A2 
auch  yj^  =  0.  Die  Gleichung  3)  hat  dann  keine  geometrische 
Bedeutung,  wenn  B^  <^  AF^  repräsentirt  eine  Gerade,  wenn 
B^  =  AF,  imd  zwei  parallele  Gerade,  sobald  D'^  ]>>  AF.  —  In 
dem  Falle ,  dass  J.  =  0  ist ,  kann  man ,  weil  dann  B  nicht  auch  ver- 
schwinden darf,  auf  2/  reduciren;  man  erhält: 


-  Cx  -E+  V/Ix'  —2a,x-\-E''  —  BF 

y  = = -^ , 

und  hieraus  bei  den  festgestellten  Bedingungen,  unter  Berücksich- 
tigung ,  dass_  mit  A  gleichzeitig  auch  C  verschwindet : 

4)  By  +  E^  j/E'^  —  BF=-0, 

was  wieder  die  vorhergehenden  drei  Fälle  giebt ,  je  nachdem 

BF  ^  E^ 


*  Da  C^  —  AB^  muss,  weun  A  oder  B  gleich  Null  ist,  auch  C 
verschwinden;  ebenso  verlangt  umgekehrt  die  Bedingung  C  =  0,  dass 
auch  A  oder  B  gleich  Null  ist.  A  und  B  gleichzeitig  dürfen  aber 
nicht  verschwinden,  weil  sonst  auch  C  wegfallen  und  die  Gleichung 
aufhören  würde,  dem  zweiten  Grade  anzugehören. 
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Die  für  die  Gleichimgen  3)  und  4)  und  ihre  geometrischen  Deu- 
tungen nothwendige  Bedingung  Ai  =  yL2  =  0  lässt  sich  in  den  kür- 
zeren Ausdruck 

5)  r  =  o 

zusammenfassen,  wenn  man  der  Grösse  F  die  in  den  Gleichungen 
3)  und  5)  des  vorhergehenden  Paragraphen  aufgestellte  Bedeutung 
giebt.  Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man  nämlich  mit 
Benutzung  der  jetzt  eingeführten  Bezeichnungen  für  den  Fall ,  dass 
^  =  0  ist, 

6)  Dyl,+EA,  =  -r- 

die  zweite  wird  unter  derselben  Bedingung  zu 

7)  r=-2GDE-D'^B-E^A. 

Nr.  6)  zeigt  zunächst,  dass,  wenn  A^^  =  yi^  =  0  ist,  auch  F  =  0  sein 
muss.  Vergleicht  man  ferner  die  Quadrate  der  unter  1)  gegebenen 
Werthe  von  A^  und  yj^,  nachdem  man  in  denselben  C^=^ÄB  ge- 
setzt hat ,  mit  Nr.  7) ,  so  folgt : 

yl,'  =  -Br,         A,^=^-Ar; 

es  muss  daher ,  wenn  F  verschwinden  soll ,  auch  wieder  die  Beding- 
ung A^  =  A^=0  Geltung  finden. 

Besitzen  demnach  A^  und  A^  Werthe,  welche  von  Null  ver- 
schieden sind ,  oder  verschwindet  nur  eine  dieser  beiden  Grössen,  so 
ist  dies  mit  der  Bedingung  T  .>  0  identisch.  Wir  kehren  für  die- 
sen Fall  zu  der  Verlegung  der  Coordinatenachsen  zurück.  Da  ein 
Mittelpunkt  nicht  vorhanden  ist,  so  wollen  wir  den  Coordinaten- 
anfang  mit  Beibehaltung  der  Achsenrichtung' in  einen  vorläufig  noch 
unbestimmten  Punkt  u^  f  j:  verschieben.  Dann  entsteht  nach  Analogie 
von  Gleichung  1)  des  vorhergehenden  Paragraphen: 
/  Ax^  +  Bif  +  2Cxy 

8)  )         +2{Au^-\-Cv^-\-B)x  +  2{Gu^-{-Bv^  +  E)y 

I     -f  Au^^+Bv^^  -f  2  Cu^v^  +2Bu^+2Ev^-{-F=-0. 

Es  soll  über  u^  und  Vj  so  verfügt  werden ,  dass  der  Coefficient  von  y 
und  der  von  x  und  y  freie  Ausdruck  in  Wegfall  kommen.  Hierzu 
sind  folgende  zwei  Bedingungen  nöthig,  aus  denen  m^  und  v^  be- 
stimmt werden  können : 

)  Cu,-{-Bv,  +  E  =  0 

^         Au^^-^Bv^^  +  2Cu^v,  +  2Dii^-\-2Ev^  +  F^Ö. 
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Die  letzte  Gleichung  vereinfacht  sich  noch ,  wenn  wir  ihr  die  Form 

A  u,'  +  Cu^  ^1  +  2  J>  u,  +  Ev,  +  F-\-  {Gu,  +  jBv,-^  E)  v^  =  0 

geben,  indem  sie  dann  zufolge  der  ersten  Gleichung  auf 

Au;'  +  Cu,  v,+2D  u,  -\-Ev,-\-F=0 

zurückkommt.  Hetzen  wir  hierein  den  aus  der  ersten  Bedingungs- 
gleichung folgenden  Werth 

1^)  ^1  = ^ , 

so  findet  sich  nach  gehöriger  Reduction : 

((72  -  AB)  V  _  2  {BB  -  CE)  u,  +  {E'--BF)  =  0. 

Der  Coefficient  von  u;'  ist  identisch  mit  J,  also  gleich  Null;  es_ 
bleibt  also 

11) 

und  hieraus  entsteht  mit  Benutzung  der  Formel  10) 

BCF-\-GE--2BBE 
^^)  ^'^^ 2BÄ, • 

Die  letzten  beiden  Resultate  zeigen ,  dass  die  angewendete  Verschie- 
bung des  Coordinatenanfanges  nur  so  lange  zulässig  ist ,  als  B  und 
yl^  von  Null  verschieden  sind.  Von  diesen  beiden  Bedingungen  ist 
die  erstere  insofern  ausreichend,  als  nach  der  oben  zu  Nr.  2)  ge- 
machten Bemerkimg  gleichzeitig  mitvi^  auch  yl.2  verchwinden  müsste, 
und  damit  der  bereits  untersuchte  Fall  getroffen  werden  würde,  wenn 
B  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt. 

Sobald  die  Gleichungen  11)  und  12)  statthaft  sind,  erlangt 
auch  der  Coefficient  von  2  a;  in  Nr.  8)  eine  einfachere  Form.  Man 
erhält  nämlich  durch  Multiplication  und  Division  mit  B : 

ABii^  +  BCv^->r  BD 


Au^-\-Cv^-\-I)  = 


B 


und  hieraus  mit  Benutzung  der  Relation  AB  =  C^  und  der  ersten 
der  unter  Nr.  9)  aufgeführten  Bedingungsgleichungen : 

Au,  +  Cv,  +  D^^. 

Die  Gleichung 8)  geht  folglich  für  das  neue  Coordinatensystem  über  in : 
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13)  Ax^-^By^--\-2Cxy-\-2^x  =  0. 

Ja 

Eine  weitere  Vereinfachung  kann  hierin  durch  Drehung  einer 
der  beiden  Coordinatenachsen  um  den  neuen  Anfangspunkt  erzielt 
werden.  Wir  wollen  die  «/-Achse  beibehalten,  der  ic- Achse  aber 
eine  solche  Lage  geben ,  dass  sie  den  Durchmesser  für  die  der  andern 
Achse  parallelen  Sehnen  darstellt.  Nach  §  30  Nr.  9)  erhält  unter 
dieser  Voraussetzung  die  neue  ic- Achse  im  jetzigen  Systeme  die 
Gleichung 

Cx->rBy  =  0, 

woraus  für  die  Winkel ,  welche  sie  mit  den  jetzigen  Coordinaten- 
achsen einschliesst ,  die  Gleichung 

sin  a  C 


14) 


sin  ß  B 


folgt.  Hierbei  repräs'Bntirt  a-{-j5  =  (a  den  jetzigen,  ß  den  neuen 
Coordinatenwinkel.  Mittelst  der  Formeln  6)  des  §  4  ist  herzuleiten, 
dass  beim  Uebergange  zum  neueii  Coordinaten Systeme 

sinß 


X  va.  X 

stnco 

sin  a  , 

sin  CO 


umgewandelt  werden  muss;  aus  der  Gleichung  13)  findet  sich  dann: 
/Äsin^  ß -{- Bsin^  cc -\-2  Csin  asin  ß\    ,  ,    -r.   , 

l s?;r )  ^  +  ^^ 

2  (?J^''  +  ^^"  ^)  ^y  +  2  ^'  ''"  K  =  (i, 
\  sin  (o  J  B  sm  co 


•15) 


wofür  auch  nach  Division  durch  B  und  Aushebung  von  Factoreu 

A    ,    Sin^  '^    ,    n^      5^**  ^\  ^***^  /^  -.2  _L     2 


-.B      sm''  ß         B    sin  ßJ  sm^  co 

\sm  ß      B  J  sm  a  B''  sm  a> 

geschrieben  werden  kann.  Wird  hierin  der  unter  14)  gegebene 
Werth  substituirt,  so  vereinfacht  sich  unter  Berücksichtigung,  dass 
AB^  C'^,  die  Gleichung  der  zu  untersuchenden  Linie  zweiten  Gra- 
des in 
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oder,  wenn  zur  Abkürzung  eine  nev;e  Constante 

^j  sin  ß  sin  ro 


P  = 


B^ 


eingeführt  wird ,  in 


sin"  CO 


d.  i.  nach  §  17  Nr.  6)  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse 
parallel  zur  rc -Achse  liegt,  und  für  welche  die  2/ -Achse  die  Tan- 
gente des  in  der  Peripherie  gelegenen  Coordinatenanfanges  bildet. 
Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wenn  B  =  0  ist,  wo- 
bei die  angegebenen  Coordinateutransformationen  unzulässig  sind. 
Da  in  diesem  Falle  nicht  JL  verschwinden  kann,  so  lässt  er  eine  ganz 
ähnliche  Behandlung  wie  der  jetzt  dagewesene  zu ,  sobald  man  in 
Beziehung  auf  Nr.  8)  die  Verfügung  trifft ,  neben  dem  von  x  und  y 
freien  Ausdrucke  den  Coefficienten  von  x  in  Wegfall  zu  bringen,  und 
dann  mit  Beibehaltung  der  a;- Achse  die  Achse  der  y  in  eine  solche 
Lage  bringt,  dass  sie  wieder  den  Durchmesser  für  die  ziir  andern 
Achse  parallelen  Sehnen  abgiebt.  Wir  haben  dazu  nicht  nöthig,  die 
vorhergehenden  Rechnungen  vollständig  zu  wiederholen,  da  Alles 
nur  darauf  hinauskommt,  in  den  dagewesenen  Entwickelungen  x 
und  y ,  A  und  B ,  D  und  JE  gegenseitig  zu  vertauschen.  Man  erhält 
schliesslich  an  der  Stelle  von  Nr.  16) ,  wenn  man  den  neuen  Coordi- 
natenwinkel  mit  u  bezeichnet, 

17)  iC-—  —  2— ^_ y 

d.  i.  wie  oben  die  Gleichung  einer  Parabel,  nur  mit  entgegenge- 
setzter Bedeutung  der  Coordinatenachseu. 

Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  bedeutet  also  nach 
den  vorhergehenden  Erörterungen , 
wenn  z^  =  0  oder  C^  =  AB ^ 
für  r  ^  0  eine  Parabel , 
für  r  =  0: 

zwei  parallele  Gerade,  wenn  A  ^  0  und  B^  ^  AF 

oder  J.  =  0  und  ^2  ^  5i^, 
eine  Gerade,  wenn  J.  ^  0  und  dabei  B'^^=  AF 
oder  A=^Ox\i\diE^^BF, 
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kein  geometrisches  Gebilcl,  wenn  J.  ^  0  undD^<;J.i^ 
oder  Ä  =  0  und  E^<CBF. 
Als  Gresammtresultat  der  ganzen  über  die  Linien  zweiten  Gra- 
des geführten  Untersuchung  stellt  sich  ferner  heraus,  dass  ausser 
den  Kegelschnitten  keine  anderen  krummen  Linien  zweiten  Gra- 
des existiren. 


§33. 
Geometrische  Oerter. 

Wird  eine  Curve  dadurch  erzeugt,  dass  man  einen  Punkt  sich 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  bewegen  lässt,  dessen  mathema- 
tischer Ausdruck  in  Parallelcoordinaten  auf  eine  Gleichung  zweiten 
Grades  hinführt,  so  muss  nach  den  in  den  vorhergehenden  Para- 
graphen angestellten  Betrachtungen  der  geometrische  Ort  des  be- 
wegten Punktes  eine  der  Kegelschnittslinien  sein.  Die  aufgefun- 
denen Kriterien  entscheiden  darüber,  welche  besondere  Linie  in  jedem 
einzelnen  Falle  in  Frage  kommt.  Bei  der  speciellen  Untersuchung 
der  Kegelschnitte  haben  wir  bereits  mehrere  solche  Entstehungs- 
weisen dieser  Curven  kennen  gelernt ;  zum  Zwecke  der  Einübung 
der  bei  Gelegenheit  der  allgemeinen  Discussion  erhaltenen  Resultate 
mögen  hierzu  noch  die  folgenden  Beispiele  treten. 

I.  Man  soll  den  Ort  der  Scheitel  aller  derjenigen 
Dreiecke  suchen,  welche  auf  einer  gegebenen  Grund- 
linie 2m  stehen,  und  in  welchen  die  an  dieser  Grund- 
linie gelegenen  Dreieckswinkel  eine  constante  Dif- 
renz  ö  besitzen. 

Die  Grundlinie  2  m  werde  zur  ic- Achse  und  die  Senkrechte  in 
ihrem  Halbirungspunkte^  zur  Achse  der  y  in  einem  rechtwinkligen 
Coordinatensysteme  gewählt.  Der  auf  der  Seite  der  positiven  x  an 
der  Basis  gelegene  Dreiecks winkel  heisse  «j,  der  andere  «g?  ^^i^<^ 
es  sei 

(5  =  «1  —  «2 . 

Bezeichnen  nun  x  und  y  die  Coordinaten  des  Scheitels  für  irgend 
eine  Lage  des  Dreieckes,  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  im 
Scheitel  zusammentreffenden  Dreiecksseiten  (vgl.  §  5  Nr.  7) 

3/  =  —  (x  —  m)  tan  ß^ ,         y  =  {x  -\-  ni)  tan  a.^ , 
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und  man  erhält  demnach  :  * 

y  y 

tan  ßj^  = ,         tan  a,  — 


Mit  Rücksicht  auf  die  Relation 
tan  ö 


m-{-  X 
tan  ßj  —  tan  a^ 


1  +  tan  «1 .  tan  «^ 

folgt: 

2xy 

tan  0  =  —r, 5-; — 3  5 

m-  —  X-  -\-y 

und  hieraus  entsteht  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung : 

1)  x^  —  y'^-{-2xycotd  =  m^, 

oder ,  wenn  man  für  den  speciellen  Fall  6  =  0  das  Unendlichwerden 
des  mit  dem  Factor  cot  6  behafteten  Gliedes  vermeiden  will , 

2)  x^  sin  ö  —  y^  sin  8  -{-2xycosS  ^mr  sin  d. 

Hierbei  ist  nach  §  30  Nr.  13)  ^  =  sin^  ö  +  cos'^  ^  =  ^  >  also  immer 
positiv,  und  nach  §  31  Nr.  5)  r=m^  sin  ö;  die  Linie  ist  also  eine 
Hyperbel ,  die  für  den  besondern  Fall  6  =  0  in  zwei  sich  schneidende 
Gerade  —  die  Coordinatenachsen  —  übergeht.  Die  Vergleichung 
von  Nr.  1)  und  2)  mit  §31  Nr.  6)  zeigt  zugleich ,  dass  der  gewählte 
Coordinatenanfang  Mittelpunkt  ist. 

Da  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  ist  und  die  Coefficien- 
ten  von  x^  und  y^  nur  durch  das  Vorzeichen  unterschieden  sind ,  so 
folgt  mit  Rücksicht  auf  §  31  Nr.  16,  dass  die  Hyperbel  gleichseitig 
sein  muss.  Bestätigt  wird  diese  Bemerkung,  wenn  man,  um  über 
Lage  und  Grösse  der  Hyperbelachsen  zu  entscheiden ,  durch  Drehung 
der  Coordinatenachsen  zu  einem  neuen  rechtwinkligen  Systeme  über- 
geht.  Dabei  ist  nach  §  4  Nr.  4) 

X  cos  a  —  y  sin  a  für  x 
X  sin  a -{- y  cos  a    „     y 

zu  setzen ,  wenn  c  den  Winkel  bedeutet ,  unter  welchem  die  neue 
X  -  Achse  gegen  die  ursprüngliche  geneigt  ist.  Mit  Einsetzung  dieser 
Werthe  entsteht  aus  2)  nach  gehöriger  Reduction : 

(x^  —  y^)  sin  (2  a  -\-  6)  -\-  2 xy  cos  (2  u  -^  6)  =  m^  sin  ö. 
Macht  man  hierin  2a +  6  =  90'^  oder  «  =  45^  —  |  ö,  so  bleibt 

3)  x^  —  y^  =  w?  sin  8 , 
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d.  i.  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt 
mit  dem  Halhirungspunkte  der  gegebenen  Dreieeksgrundlinie  zu- 
sammenfällt nud  deren  Hauptachse  unter  dem  Winkel  45^  —  ^  ö 
gegen  diese  Grundlinie  geneigt  ist.  Die  Länge  der  halben  Haupt- 
achse beträgt  m  j/sln  d. 

Die  hier  untersuchte  Eigenschaft  lässt  zwischen  der  gleichsei- 
tigen Hyperbel  und  dem  Kreise  insofern  eine  gewisse  Analogie  er- 
kennen, als  letzterer  nach  einem  bekannten  Satze  den  geometrischen 
Ort  für  die  Scheitel  aller  derjenigen  Dreiecke  bildet,  in  welchen 
bei  gegebener  Grundlinie  die  Summe  der  Winkel  an  der  Basis  con- 
stant  ist. 

II.  Welche  Linie  beschreibt  ein  Eckpunkt  eines 
gegebenen  Dreieckes,  während  jeder  der  beiden  an- 
dern Eckpunkte  dieses  Dreieckes  sich  auf  einem  Schen- 
kel eines  festen  Winkels  fortbewegt? 

]jiJCT   r^Q  Wir  wählen  die  Schenkel  des  festen 

Y  Winkels  zu  Coordinatenachsen,  und  es 

^/  p     sei  PJ.  5  Fig.  50  das  gegebene  Dreieck 

„  /_____- — — -^     Z?        in  einer  der  Lagen,  welche  es  in  Folge 

/  \  ■/ /  der  Aufgabe  einnehmen  kann.   P  stelle 

/  \,  /  /  den  Eckpunkt  dar ,   welcher   die   ge- 

Q  L \/      .-'         y       suchte  Linie  beschreiben  soll. 

'^      ^^        '  Setzen  wir  JVP=Ä;,JfP=:2/,PP^-a, 

ÄP  =  b^  L  YBF^=^  q) ,  LXAP—--\p  und  bezeichnen  den  Coordi 
natenwinkel  mit  ro,  so  ist  nach  einem  bekannten  Dreieckssatze 

X  sin  oj         .  y  sin  a 

Sm  cp  =  ,       Sm  Ip  =  - — :; —  . 

a  & 

Wird  nun  der  Dreieckswinkel  APB  mit  y  bezeichnet,  so  findet  die 

Relation 

^  -j-  ^  =  CO  -(-  y 

statt,  und  man  erhält  hiermit  aus 

sin^  q)  cos'^  ip  +  cos'^  cp  sin^  f/^  +  2  sin  cp  cos  q)  sin  i\)Cosi\)'=  sin^  (90  + 1/^) , 

wenn  man  linker  Hand  den  sich  selbst  aufhebenden  Ausdruck 

sm^  cp  sin^  ip  -j-  sin-  tp  sin-  tp  —  2  sin^  cp  sin^  ip 
addirt, 

sin^  cp  +  sin^  '^  -\-  ^  sin  cp  sin  ip  cos  (co  +  /)  =  sin^  ("  +  y''- 
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Hieraus  entsteht ,  wenn  die  obigen  Werthe  von  sin  cp  und  sin  ijj  sub- 
stitviirt  werden ,  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung : 

^)       \~l  +(1:)  +^-4<^os{co+y)=    \    ^  ^M  . 

\a/        \6/  ah       ^        "      L      «;« ro      J 

Dieselbe  gehört  dem  zweiten  Grade  an  und  giebt,  sobald  nicht 
Gi-\-y=  180'',  für  A  und  T negative  Werthe;  die  Linie  ist  also  im 
Allgemeinen  eine  Ellipse ,  und  zwar  fällt ,  wie  man  aus  der  Form 
der  Gleichung  leicht  erkennt,  ihr  Mittelpunkt  mit  dem  Scheitel  des 
gegebenen  Winkels  zusammen.  In  dem  speciellen  Falle,  wenn 
0,  +  y  =  180»,  bleibt  aus  Nr.  4) 


und  hieraus  folgt: 


^ y_ c\ 

a       h  ~    ' 


d.  i.  die  Gleichung  einer  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Ge- 
raden. Die  Ellipse  geht  demnach  in  diesem  besonderen  Falle  in  eine 
gerade  Linie  über. 

Beachtet  man,  dass  in  Fig  .50  für  jede  Lage  von  Ä  B  der  Punkt 
P  zwei  Lagen,  zu  beiden  Seiten  von  AB ^  einnehmen  kann,  ohne 
dass  an  den  Bedingungen  der  Aiifgabe  irgend  etwas  geändert  wird, 
so  lässt  sich  durch  eine  der  vorhergehenden  ganz  ähnliche  Ent- 
wickehmg  noch  ein  zweiter  geometrischer  Ort  von  P  ermitteln.  Man 
findet  wieder  eine  Ellipse ,  deren  GleichiTUg 

'sin  (co  —  y)"*^ 


ö)  (i)+(fj+2:-f-(^-.) 


sm  CO] 


lautet. 

Kommt  an  die  Stelle  des  gegebenen  Dreiecks  eine  Gerade,  so 
dass  der  beschreibende  Punkt  P  in  die  Seite  AB  selbst  fällt,  so  geht 
in  den  Gleichungen  4)  und  5)  der  Winkel  y  in  180*^  über  und  die 
beiden  gefundenen  Ellipsen  werden  dabei  zu  einer  einzigen ,  weil  zu 
(»4- 180^  und  (o — 180*^  gleiche  trigonometrische  Functionen  ge- 
hören.   Diese  Ellipse  hat  die  Gleichung: 

Wird  dann  noch  die  Verfügung  getroffen ,  dass  der  Coordinatenwin- 
kel  ein  rechter  sein  soll ,  so  entsteht : 

Aüal.  Geom.  X,  J3 
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(fT+dT-. 


d.  i.  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  Achsen  die  Stelle  der  Co- 
ordinatenachsen  einnehmen.  Wir  kommen  hierdurch  zu  der  in 
Fig.  42  enthaltenen  Construction  der  Ellipse  zurück,  welche  als  spe- 
cieller  Fall  der  jetzt  behandelten  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 
ni.  Die  Seiten  J.C  und  5(7  des  gegebenen  Dreieckes 
ABC  (Fig.  51)  werden  von  der  beweglichen  Geraden  MN 
in  den  Punkten  M  und  JVgeschnitten.  Welche  Linie  be- 
schreibt der  auf  iüfJV  gelegene  Punkt  P,  wenn  die  Be- 
wegung dieser  Geraden  so  vor  sich  geht,  dass  immer  die 
Proportion 

MF  :  PN=  AM  :  i)f  (J=  CN  :  NB 

Geltung  findet? 

Fig.  51.  Wir  wählen  CA  als  a;- Achse  und  CB 

B  als     y-A.c)a.&Q     eines    Parallelcoordinaten- 

systemes  mit  dem  Anfangspunkte  C,  und 
gebrauchen  die  Bezeichnungen :  CA  =  a , 
CB  =  l),CM=m,CN=n.  Die  Coordi- 
naten  des  beweglichen  Punktes  P  heissen 
X  und  y.  —  Aus  der  Figur  ergiebt  sich 
dann  sogleich  die  fortlaufende  Proportion 

MP  :  PN=  {m  —  x):x  —  y:  {n  —  ^) , 
welche  in  Verbindung  mit  der  gegebenen  Bedingung  zu  den  Re- 
sultaten 

{m  —  x)  :  x=^  {a  —  m)  '•  m 
{n  —  y)  -y  =  {p  —  n)  :  n 
hinführt.    Hieraus  folgt: 

X  :  m  =  m  :  a 
y  :  n  =  n  :  b 
und  man  erhält  demnach: 

m  =  {a  oof^     n  =  {b  yy. 
Wird  hierzu  die  Gleichung 

m       n 
als  Bedingung  dafür  gefügt,  dass  die^ Punkte  P,  üf  und  JV"in  einer 
geraden  Linie  liegen  sollen,  so  entsteht  für  den  gesuchten  Ort  die 
Gleichung 
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«)  (7)*  +  (#='- 


Durch  zweimalige  Quadrirung  können  hierin  ^die  gebrochenen  Ex- 
ponenten entfernt  werden.    Das  erste  Mal  ergiebt  sich  das  Resultat 


und  hieraus  wieder 


fL  +  f  +  23?     =1, 

a       0  \a  0/ 


^4.  i^_  1)^4^ 
a       1)         /  ah^ 


oder  nach  Auflösung  der  Parenthese  und  besserer  Ordnvmg  der 
Glieder : 

7)  ^+^_2^-2--2f +  1  =  0. 

^  a^      ¥         ad         a  l 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt  zunächst ,  dass  der  geometrische 
Ort  des  Punktes  F  eine  Linie  zweiten  Grades  ist,  welche  durch  die 
Punkte  A  und  B  geht ,  und  in  diesen  Punkten  von  den  Coordinaten- 
achsen  oder  den  Dreiecksseiten  CA  und  CB  tangirt  wird ,  so  dass 
die  dritte  Seite  A  B  die  dem  Punkte  C  zugehörige  Berührungssehne 
darstellt.  Wird  nämlich  in  7)  y  =  0  gesetzt ,  so  bleibt  für  die 
Abscissen  der  in  der  ic- Achse  gelegenen  Punkte  der  untersuchten 
Linie  die  Gleichung 

^      2-  +  l  =  0, 
a'^          a 

welche  die  beiden  gleichen  Wurzeln  x  =  a  enthält.  Hiernach  ist  CA 
Tangente  im  Punkte  A.  In  gleicher  Weise  führt  die  Substitution 
ic  =  0  zii  dem  Resultate ,  dass  CB  die  Tangente  im  Punkte  B  abgiebt. 

Aus  7)  folgt  ferner  (vgl.  §  30  Nr.  13  und  §  32  Nr.  7),  dass  in 
der  fraglichen  Linie  die  Grösse  ^  =  0  und  F  von  Null  verschieden 
ist,  die  Linie  ist  also  eine  Parabel. 

Wir  wollen  noch  untersuchen,  ob  bei  der  angegebenen  Ent- 
stehung dieser  Parabel  die  erzeugende  Gerade  MN  (Fig.  51)  ausser 
dem  beschreibenden  Punkte  P  noch  einen  zweiten  Punkt  mit  der 
Curve  gemein  haben  kann.  Verbinden  wir  zu  diesem  Zwecke  die 
Gleichung  von  MN  ^  nämlich 

m       n 
mit  der  unserer  Aufgabe  zu  Grunde  liegenden  Bedingung 

13* 
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{a  —  m)  :  m-=n  :  (&  —  vi)^ 
so  lässt  sie  sich  nach  Elimination  von  n  auf  die  Form 

(a  -^  in)  X  -\-  m— m  {a  -  m)  =  0 

bringen.   Für  Punkte  der  Parabel  ist  aber  nach  Nr.  6) 

man  erhält  demnach  für  die  x  der  gemeinschaftlichen  Punkte  beider 

Linien ,  wenn  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  y  eliminirt  wird, 

1.         1 

ax  —  2a^mx^ -\- m^  =  0. 

Da  diese  Gleichung  linker  Hand  ein  vollständiges  Quadrat  enthält, 
so  besitzt  sie  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln;  alle  der  Aufgabe  ge- 
nügenden Lagen  der  erzeugenden  Geraden  geben  also  Parabeltan- 
genten und  der  beschreibende  Punkt  P  ist  in  jedem  Falle  Berüh- 
rungspunkt.   Hierauf  gründet  sich  die  folgende  Construction. 

Yig,  52.  Soll  in  den  Winkelraum  XOT Fig.  52 

,,  ein  Parabelbogen  gelegt  werden,  welcher 

die  beiden  Schenkel  des  Winkels  in  den 
Punkten  Ä  und  B  berührt,  so  theile  man 
vorerst  sowohl  ^0  als  -BO  in  eine  gleiche 
Anzahl  gleich  grosser  Theile.  Werden  dann 
^— .  ,,     die  auf  der  Strecke  Ä  0  gelegenen  Theil- 

punkte  von  0  aus,  dagegen  die  Theilpunkte 
auf  JBO  von  B  aus  der  Eeihe  nach  mit  1,  2,  3,  4  u.  s.  f.  bezeichnet, 
so  stellen  die  Geraden ,  welche  die  gleichbezeichneten  Punkte  unter 
sich  verbinden,  Tangenten  des  zu  construirenden  Parabelbogens  dar. 
Man  erhält  auf  diese  Weise  eine  Schaar  gerader  Linien,  welche  die 
Curve  umhüllen  und  sich  derselben  um  so  inniger  anschmiegen,  je 
grösser  ihre  Anzahl  ist.  Diese  den  Parabelbogen  einhüllenden  Ge- 
raden können  dazu  benutzt  werden,  den  Lauf  der  Curve  selbst  mit 
beliebiger  Annäherung  zu  bestimmen.  Man  wird  leicht  finden ,  in 
welcher  Weise  das  angegebene  Verfahren  fortzusetzen  ist,  wenn 
man  zu  dem  Theile  der  Parabel  gelangen  will ,  welcher  vom  Schei- 
tel des  Winkels  aus  gerechnet  sich  jenseits  der  Berührungspunkte 
Ä  und  B  befindet. 

Eine  leicht  ersichtliche  Abänderung  der  vorstehenden  Construc- 
tion ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  die  aus  den  zur  Fig.  51 
gestellten  Bedingungen  folgende  Proportion 
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(a  —  m)  :  in  =  n  :  (h  —■  n) 


zu  der  Gleicliuiig 


m       n 
a       h 


hinführt,  wonach  ein  mit  den  Coordinaten  m  nnd  n  construirter 
Punkt,  d.  i.  der  vierte  Eckpimkt  des  Parallelogramms,  von  welchem 
C 31  und  CN  zwei  Kachbarseiten  darstellen,  auf  der  Dreiecksseite 
ÄJB  liegen  mnss.  Hiernach  kann  jeder  auf  AB  gelegene  Punkt  zur 
Construction  einer  der  verschiedenen  Lagen  der  die  Parabel  tangiren- 
den  beweglichen  Geraden  31 N  benutzt  werden.  * 


Bestimmung  einer  Linie  zweiten  Grades  durch  gegebene 
Peripheriepunkte. 

Da  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  ver- 
änderlichen Grössen  x  und  y  den  allgemeinsten  Ausdruck  für  die 
Gleichung  der  Kegelschnitte  und  der  darin  mit  eingeschlossenen  ge- 
radlinigen Gebilde  enthält,  so  müssen  diejenigen  geometrischen 
Eigenschaften ,  welche  aus  der  Untersuchung  dieser  Gleichung  her- 
vorgehen, allen  Linien  dieser  Art  gemeinschaftlich  angehören.  Zur 
Vervollständigung  der  aus  der  speciellen  Betrachtung  der  Kegel- 
schnitte bereits  bekannten  Eigenschaften  mögen  noch  die  folgenden 
Erörterungen  hinzutreten. 

Die  Gleichung  zweiten  Grades,  welche  in  ihrer  allgemeinsten 
Form 

1)  Ax^  +  By^  +  2Cxij  +  2Dx  +  2Eij-{-F=0 

die  sechs  beständigen  Grössen  Ä^  B,  C  .  .  .  F  enthält,  lässt  sich, 
wenn  man  beiderseitig  durch  eine  dieser  sechs  Grössen  (die  jedoch 
von  Null  verschieden  sein  muss)  dividirt,  immer  so  umgestalten, 
dass  sie  nur  noch  von  fünfConstanten,  nämlich  von  fünf  der 
zwischen  den  Coefficienten  bestehenden  Verhältnisse,   abhängig  ist. 


*  Werden  auf  Grund  von  Nr.  8)  und  9)  des  §  30  aus  der  obigen 
Gleichung  7)  die  Gleichungen  der  zur  Parabelachse  parallelen  Durch- 
messer für  die  mit  einer  der  Coordinatenachsen  gleiche  Richtung  be- 
sitzenden Sehnen  abgeleitet,  so  gewinnt  man  das  Resultat,  dass  die 
Achse  der  Parabel  mit  der  durch  C  gehenden  Diagonale  des  die  Seiten 
CA  und  CB  enthaltenden  Parallelogramms  parallel  läuft. 
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Nelimeu  wir  z.  B.  an,  die  Coordinatenachsen  seien,  was  immer  mög- 
lich ist,  so  gelegt,  dass  der  Coordinatenanfang  nicht  mit  einem 
Peripheriepnnkte  zusammenfällt,  so  dürfen  in  1)  nicht  x  und  y  gleich- 
zeitig verschwinden;  es  muss  also  ein  von  x  und  y  freies  Grlied  F 
vorhanden  sein.    Wird  durch  dieses  dividirt ,  und  zur  Abkürzung 

A  B       ,  C  ■    B       ^         F. 

F^^^       F^^'       F^-'^        F~-^'^'       ~F^' 

gesetzt ,  so  geht  Nr,  1)  in  die  Gleichung 

2)  ax^-\-ly'^  +  2cxy  +  2dx-\-2ey  +  l^=0 

über,  welche  nur  noch  die  fünf  beständigen  Grössen  a,  &,  c,  cl,  e 
enthält.  Soll  nun  diese  Gleichung  für  eine  bestimmte  Linie  zweiten 
Grades  gelten,  so  müssen  die  darin  enthaltenen  Constanten  entweder 
unmittelbar  ihrem  Zahlwerthe  nach  bekannt  sein,  oder  mau  muss 
sie  aus  einer  gegebenen  Bedingung  berechnen  können,  wozu  be- 
kanntlich fünf  von  einander  unabhängige  Bediiigungsgl'eichungen 
nöthig  sind.  Wählen  wir  z.  B.  zur  näheren  Untersuchung  den  Fall, 
dass  die  Linie  durch  fünf  gegebene  Peripheriepunkte  hindurch  gehen 
soll,  so  kommt  es  hierbei  nur  darauf  an,  die  fünf  Coefficienten  a,  &, 
c,  <^,  e  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung  2)  durch  die  Coordi- 
naten  eines  jeden  der  fünf  gegebenen  Punkte  befriedigt  wird. 

Ist  x^y^  einer  dieser  fünf  Punkte,  und  denken  wir  uns,  wo- 
durch der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  kein  Abbruch  geschieht, 
das  Coordinatensystem  so  gelegt,  dass  für  die  aufzusuchende  Linie 
eine  Gleichung  von  der  Form  2)  Anwendung  finden  kann ,  so  muss 
dieser  Gleichung  Genüge  geschehen,  wenn  in  ihr  x  mit  x^  und  y 
mit  y-^  vertauscht  wird.  Man  hat  also  für  die  Unbekannten  a,  &,  c, 
d  und  e  die  Eelation: 

ax^  -\-  hy^^  -{-  2cXi^y^  -{-2clx^-\-2ey^  -\- 1  =  0. 

Durch  jeden  andern  gegebenen  Punkt  wird  hierzu  eine  Gleichu.ng 
derselben  Form  gefügt ;  fünf  Punkte  reichen  also  aus ,  die  gesuchten 
Coefficienten  zu  bestimmen.  Beachten  wir  nun,  dass  alle  hierzu  auf- 
gestellten Gleichungen  in  Beziehung  auf  ihre  Unbekannten  vom  er- 
sten Grade  sind,  so  folgt,  dass  jede  dieser  Grössen  einen  reellen  und 
eindeutigen  Werth  erhalten  muss,  vorausgesetzt,  dass  die  gegebenen 
Gleichungen  von  einander  unabhängig  sind.  Diese  Voraussetzung 
wird  allemal  erfüllt ,  wenn  wir  die  in  der  Gleichung  zweiten  Grades 
enthaltenen  geradlinigen  Gebilde  ausschliessen ,  uns  also  auf  solche 
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Fälle  beschränken ,  wo  nicht  drei  der  gegebenen  Punkte  in  gerader 
Linie  liegen.*  Die  Substitution  der  aus  den  vorhandenen  Bedin- 
gnngsgleichungen  für  die  Coefficienten  gewonnenen  Werthe  in  ISTr.  2) 
giebt  dann  eine  einzige  Gleichung  zweiten  Grades,  welche  der  ge 
suchten  Linie  angehört.  Hieraus  folgt:  zur  Bestimmung  einer 
Curve  zweiten  Grades  sind  im  Allgemeinen  fünf  Peri- 
pheriepunkte nöthig  und  ausreichend;  zwei  Kegel- 
schnitte können  also,  ohne  zusammenzufallen,  nicht 
mehr  als  vier  Punkte  gemein  haben. 

Verfährt  man,  um  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  zu  er- 
mitteln ,  welcher  durch  fünf  Punkte  hindurchgehen  soll ,  in  der  an- 
gegebenen Weise ,  so  lassen  sich  durch  geschickte  Wahl  des  Coordi- 
natensystemes  noch  mancherlei  Rechnungsabkürzungen  anbringen; 
dessenungeachtet  bleibt  die  Operation  nicht  frei  von  Weitläufigkei- 
ten. Ein  anderes  Verfahren  zur  Lösung  der  erwähnten  Aufgabe  lie- 
fert die  folgende  Betrachtung. 

Werden  die  Gleichungen  zweier  Linien  zweiten  Grades  durch 
Addition  verbunden,  nachdem  vorher  die  eine  dieser  Gleichungen 
mit  einem  imbestimmten  Factor  mvütiplicirt  wurde ,  so  entsteht  wie- 
der eine  Gleichung  zweiten  Grades ,  welche  von  denselben  x  und  y 
befriedigt  wird ,  die  den  beiden  ersten  Gleichungen  Genüge  leisten. 
Die  durch  die  neue  Gleichung  dargestellte  Linie  muss  daher  durch 
alle  diejenigen  Punkte  gehen ,  welche  den  beiden  ersten  Linien  ge- 
mein waren.  Um  diese  Bemerkung  zur  Lösung  der  jetzt  in  Rede 
stehenden  Aufgabe  nutzbar  zu  machen,  nämlich  die  Gleichung  eines 
Kegelschnittes  zu  finden ,  welcher  durch  fünf  gegebene  Punkte  hin- 
durchgeht, ist  es  nur  nöthig,  dass  man  zwei  Gleichungen  zwei- 
ten Grades  aufstellen  kann ,  welche  für  vier  dieser  Punkte  Geltung 
haben.  Die  angegebene  Operation  liefert  dann ,  so  lange  der  einge- 
führte Factor  unbestimmt  bleibt ,  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die 


*  Dass  bei  Mitaufnahme  der  geradlinigen  Gebilde  Unbestimmthei- 
ten eintreten  können,  zeigt  folgendes  Beispiel.  Soll  eine  Gleichung 
zweiten  Grades  vier  Punkten  genügen ,  von  denen  drei  in  gerader  Linie 
liegen,  so  wird  sie  von  jedem  Systeme  zweier  Geraden  befriedigt, 
von  denen  die  eine  diese  drei  Punkte  enthält,  die  andere  aber  in  be- 
liebiger Richtung  durch  den  vierten  Punkt  geht.  Tritt  nun  hierzu  ein 
fünfter  Punkt,  welcher  in  derselben  Geraden  liegt,  in  der  sich  bereits 
drei  gegebene  Punkte  befinden,  so  bleibt  die  Aufgabe  ebenso  unbe- 
stimmt, als  sie  vorher  war. 
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Gleichungen  aller  Kegelsclinitte ,  welche  cUirch  diese  vier  Punkte  ge- 
legt werden  können.  Schliesslich  hat  man  über  den  unbestimmten 
Factor  so  zu  verfügen,  dass  auch  der  fünfte  Punkt  von  der  Gleich- 
ung getroffen  wird.  Wir  wollen  diese  Rechnung  durchführen,  in- 
dem wir  dabei  den  Coordinatenachsen  eine  solche  Lage  geben,  dass 
die  Resultate  möglichst  vereinfacht  werden. 

Einer  der  gegebenen  Punkte,  den  wir  P^  nennen  wollen,  sei 
Coordinatenanfang ,  ein  zweiter,  P.,,  liege  in  der  a;- Achse  mit  den 
Coordinateu  a  und  o.  Durch  den  dritten  Punkt  Pg  werde  die  ^- Achse 
gelegt,  seine  Coordinaten  sind  0  und  &;  der  vierte  Punkt  P^  hat  die 
Coordinaten  m  und  n.  Die  Gleichung  der  Geraden  P2P4  lautet  dann 
(vgl.  §5  Nr.  10): 

II  = (x  —  a)  oder  nx  -{-  (a  —  m)  y  —  an^=0, 

imd  die  von  P3P4: 

«/  —  &  —  X  oder  {h  —  n)  x  -\-  my  —  h  m  =■  0. 

Durch  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  mit  den  für  die  Co- 
ordinatenachsen geltenden 

Ä  =  0  und  2/  =  0 
entsteht 

3)  X  \^nx  +  {a  —  m)y  —  a ii\  =  0 

als  Gleichung  zweiten  Grades  für  das  System  der  beiden  Geraden 
P-^P3  und  P2P4,  und 

4)  y  [{b  — ;w)  X  -\-  my  —  i  m]  =  0 

für  das  System  der  Geraden  P1P2  und  P3P4.  Beide  Gleichungen  2) 
und  4)  werden  von  allen  vier  Punkten  befriedigt;  die  Gleichung 
5)  x[nx-\-  (a  —  m)y  —  an]  -\-  Xy[(h  —  n)  x-{-  my  —  fem]  =  0, 
in  welcher  A  einen  beliebigen  endlichen  Factor  bedeutet,  drückt 
daher  eine  beliebige  Linie  zweiten  Grades  aus,  welche  durch  die- 
selben vier  Punkte  hindurchgeht.  Soll  nun  diese  Linie  noch  einen 
fünften  Punkt  J9 g  enthalten,  so  muss.auch 

jj  [w  jj  -\-  {a  —  m)  q  —  a  n]  -{-  Iq  [{b  —  n)  p  -\-  m  q  —  h  m]  =  0 
sein ,  woraus  in  Verbindung  mit  5)  der  unbestimmte  Factor  X  eli- 
minirt  werden  kann.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

P  =  j5  [njj  +  («  —  'iif)  q  —  «  n] 
Q  =  q[(l,  —  n)  -p  -\-  m  q  —  &mj  , 
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so  erhält  der  gesuchte  Kegelschnitt  die  Gleichung 

Q)  Qx  [fix  -{-  (a  —  m)y  —  an]  —  Py  [i  —  n)  x-\-  my  —  &  m]  =  0. 

Hierin  kann  nach  Potenzen  von  x  und  y  geordnet  und  durch  Anwen- 
dung der  für  die  einzelnen  Linien  zweiten  Grades  gefundenen  Unter- 
scheidungsmerkmale in  jedem  einzelnen  Falle  entschieden  werden, 
welche  besondere  Art  der  Kegelschnitte  in  Frage  kommt. 

Wenn  zu  der  Gleichung  5) ,  welche  den  allgemeinen  Ausdruck 
für  die  Gleichungen  aller  Linien  zweiten  Grades  enthält^  die  durch 
die  Punkte  Pj^ ,  Pg  j  ^s  ^^*^  ^4  hindurchgehen ,  irgend  eine  Bedin- 
gungsgleichung tritt,  mittelst  deren  der  unbestimmte  Factor  A.  einen 
bestimmten  Werth  erhält ,  so  wird  hierdurch  der  fünfte  Peripherie- 
punkt ersetzt.  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  die  Linie  eine  Pa- 
rabel sein  soll,  indem  dann  die  Bedingung  ^=:Ooder  C^=^AB 
(vergl.  §  32)  erfüllt  werden  m\iss.  Wir  erkennen  hieraus ,  dass  zur 
Bestimmung  einer  Parabel  vier  Punkte  ausreichen  müssen. 

Wird  Nr.  5)  nach  Potenzen  von  x  und  y  geordnet,  so  entsteht 
die  Gleichung 

7)     nx^ -\-\my"  -\-\a  —  m-\-  X{'b  —  n)\xy  —  anx  —  hmly  =^0, 

welche  nur  dann  einer  Parabel  angehören  kann,  wenn  der  Bedingung 


=--  k  m  n 


fa  —  VI  -\-  k{b  —  n)' 
L  2  ^ 

oder 

8)     P  (h  -  nf  +  2  X  [(«  -  m)  {h  -  n)  -  2  m  n\  +  (a  -  nif  =  0 

Genüge  geleistet  wird.  Da  diese  letzte  Gleichung  quadratisch  ist,  so 
lässt  sie  zwei  Werthe  von  A.  zu  und  führt  zu  dem  Satze:  Durch 
vier  Punkte  können  im  Allgemeinen  zwei  Parabeln  ge- 
legt werden.  Damit  jedoch  diese  Werthe  reell  und  verschieden 
sind,  muss  die  Bedingung 

[(«  —  m)  (&  —  n)  —  2mnY  —  {a  —  m)^  (&  —  n)'^  ^  0 

erfüllt  werden.    Nach  einigen  Umgestaltungen  folgt  hieraus : 

4:mn  (Jbm-\- an  —  ab)^0. 

Da  es  nun  stets  möglich  ist,  das  Coordinatensystem  so  zu  legen, 
dass  a ,  & ,  m  und  n  positive  Grössen  darstellen ,  so  können  wir  unter 
Voraussetzung  dieser  Lage  der  Coordinatenachsen  in  der  letzten  Un- 
gleichung durch  4  a  &  m  n  dividiren ;  dann  ergiebt  sich : 
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m       n        ^ 
a       b 

Mit  Eücksicht  auf  den  Umstand ,  dass  die  Gleichung 

m       n  ^ 

a       b 

Geltung  findet,  sobald  der  Punkt  P^  in  der  Geraden  P2-P3  gelegen 
ist ,  kann  hieraus  leicht  hergeleitet  werden,  dass  die  beiden  Parabeln 
nur  dann  möglich  sind,  wenn  sich  P^  ausserhalb  der  Fläche  des 
Dreieckes  befindet ,  welches  die  drei  anderen  gegebenen  Punkte  zu 
Eckpunkten  hat.  —  Der  Fall,  in  welchem  die  Gleichung  8)  zwei 
gleiche  reelle  Wurzeln  besitzt ,  führt  auf  die  Bedingung 

lässt  aber  keine  Parabel  zu ,  weil  dann  drei  der  gegebenen  Punkte 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Durch  vier  Punkte  sind  also  immer 
zwei  Parabeln  bestimmt ,  sobald  nur  diese  Punkte  eine  solche  Lage 
haben ,  dass  sie  sich  auf  einer  Parabelperipherie  befinden  können ; 
hierzu  muss  jeder  einzeln  ausserhalb  des  zwischen  den  drei  anderen 
Punkten  enthaltenen  Dreieckes  gelegen  sein. 

Beachten  wir,  dass  in  der  für  die  Parabel  geltenden  Bedin- 
gungsgleichung z/=0  auch  der  Fall  eines  Systemes  zweier  parallelen 
Geraden  eingeschlossen  ist,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  bei  beson- 
derer Lage  der  vier  gegebenen  Punkte  die  Parabeln  auch  in  paral- 
lele Gerade  übei'gehen  können.  Nur  eine  Parabel  und  ein  System 
paralleler  Geraden  ist  daher  möglich,  wenn  die  vier  Punkte  die  Eck- 
punkte eines  Trapezes  bilden;  keine  Parabel  und  zwei  Systeme  pa- 
ralleler Geraden  können  construirt  werden,  wenn  die  Punkte  mit 
den  Eckpunkten  eines  Parallelogrammes  zusammenfallen. 

Als  Endresultat  der  vorhergehenden  Erörterungen  haben  wir 
die  Steigerung  zu  bemerken,  welche  sich  im  Gebiete  der  Curven 
zweiten  Grades  rücksichtlich  der  Anzahl  ihrer  bestimmenden  Periphe- 
riepunkte zeigt.  Während  durch  drei  Punkte  ein  Kreis  gelegt  wer- 
den kann,  bestimmen  vier  Punkte  zwei  Parabeln,  fünf  Punkte 
jeden  Kegelschnitt  überhaupt,  also  im  Besonderen  Ellipse  und  Hy- 
perbel. 
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§  35. 
Pol  und  Polare. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  behandelte  Aufgabe ,  einen  Kegel- 
schnitt zu  ermitteln,  welcher  fünf  gegebene  Punkte  enthält,  kann 
constructiv  gelöst  werden,  sobald  mau  ein  Verfahren  aixsfindig  macht, 
mittelst  der  fünf  Punkte  einen  sechsten  zu  erhalten ,  welcher  dersel- 
ben Curve  angehört.  Die  fortgesetzte  Anwendung  eines  solchen  Ver- 
fahrens muss  dann  za  beliebig  vielen  Punkten  hinführen.  Aus  der 
folgenden  Untersuchimg  ergeben  sich  Hülfsmittel  zu  einer  Construc- 
tion  dieser  Art. 

In  der  Ebene  einer  Linie  zweiten  Grades ,  deren  Gleichung  für 
beliebige  Parallelcoordinaten  von  der  Form 

1)  Ax^  +  Btf-\-2Cxy-{-2Dx-\-2Ey  +  F=0 

sein  muss ,  legen  wir  durch  den  Coordinatenanfang  eine  geradlinige 
Secante 

2)  y  =  Mx. 

Die  X  der  gemeinschaftlichen  Punkte  beider  Linien  finden  sich  dann 
aus  der  Gleichung 

3)  {A  +  BM'^  +  2 CM)  x^  +  2  {D  +  E M)  X  +  F  =0 , 

und  für  die  V^urzeln  dieser  Gleichung,  welche  x^^  und  x.^  heissen 
mögen,  gelten  die  Relationen 

x^  +  x.^  _  _  ^  +  EM  _  F 

2    ^~  N       '       *'i*2— ]^> 

wobei  zur  Abkürzung 

N=A-\-BM^-  +  2CM 

gesetzt  ist.  Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe ,  auf  der  Secante  den 
zimi  Coordinatenanfange  zugeordneten  harmonischen  Punkt  zu 
finden,  während  die  Durchschnittspunkte  mit  der  durch  die  Gleich- 
ung 1)  repräsentirten  Linie  die  beiden  anderen  harmonischen  Punkte 
darstellen  sollen.  Da  die  zugehörenden  y  ein  harmonisches  Strahlen- 
büschel bilden,  so  muss  das  x  des  gesuchten  Punktes  das  harmo- 
nische Mittel  der  beiden  Wiirzelu  von  Nr.  3)  bilden.  Wird  also  die- 
ser Punkt  xii\i,xy  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

«^  —  <//|  ^2  '  9  ) 
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wenn  wir  die  oben  berechneten  Werthe  einsetzen , 

F 

Das  zugehörige  y  ist,  da  der  Punkt  auf  der  Secante  liegt,  mittelst 
der  Gleichung 

zu  berechnen.  Sobald  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  31 
eliminirt,  findet  sich  für  den  geometrischen  Ort  der  Punkte,  in 
welchen  alle  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Secanten  har- 
monisch getheilt  werden ,  die  Gleichung 

4)  nx-\-Ey  +  F=0, 

d.  i.  die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Hieraus  folgt,  dass  sich  zu 
jedem  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  gegebenen  Punkte  eine  Ge- 
rade finden  lässt ,  welche  die  Eigenschaft  besitzt ,  in  Verbindung  mit 
dem  Kegelschnitte  alle  den  Pimkt  enthaltenden  Secanten  harmonisch 
zu  theilen.  Man  hat  einem  solchen  Punkte  und  der  zugehörigen  Ge- 
raden in  ihrer  Zusammengehörigkeit  die  Benennungen  Pol  und  P o - 
lare  gegeben;  Nr.  4)  ist  die  Gleichung  der  Polare  für  den  Coordi- 
natenanfang als  Pol.  Constructiv  kann  die  Polare  durch  harmonische 
Theilung  zweier  durch  den  Pol  gehenden  Secanten  gefunden  werden. 

In  der  gefundenen  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  liegt  ein  Mit- 
tel ,  zu  fünf  gegebenen  Peripheriepunkten  einen  sechsten  zu  finden. 
Legt  man  nämlich  durch  vier  dieser  Punkte  zwei  sich  schneidende 
Gerade,  so  lässt  sich,  wenn  man  den  Durchschnittspunkt  dieser  bei- 
den Geraden  als  Pol  betrachtet,  die  zugehörige  Polare  mittelst  der 
in- §8  unter  IL  gefundenen  Eesultate  mit  blosser  Anwendtmg  des 
Lineals  construiren.  Wird  dann  durch  den  Pol  eine  Gerade  nach 
dem  fünften  Kegelschnittspunkte  gezogen,  so  muss  auch  diese  durch 
die  Polare  und  den  Kegelschnitt  harmonisch  getheilt  werden,  wo- 
nach es  leicht  ist,  den  zweiten  Durchschnittspunkt  dieser  Geraden 
und  des  Kegelschnittes,  also  einen  sechsten  Punkt  der  Curve  aus 
fünf  gegebenen  zu  ermitteln. 

Ausser  der  angegebenen  constructiven  Verwendung  folgen  aus 
der  gegenseitigen  Abhängigkeit  eines  Poles  und  der  zugehörigen  Po- 
lare noch  einige  bemerkenswerthe  Eigenschaften,  welche  im  Folgen- 
den dargelegt  werden  sollen. 

Wird  ein  ausserhalb  des  Kegelschnittes  gelegener  Punkt  als 
Pol  angenommen,  so  gehen  die  Secanten  bei  fortgesetzter  Drehung 
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um  den  Pol  an  zwei  Stellen  in  Tangenten  über.  In  dfen  Berührungs- 
punkten fallen  dann  zwei  conjugirte  harmonische  Punkte  zusammen, 
folglich  muss  der  in  jedem  andern  Falle  dazwischen  gelegene  dritte 
harmonische  Punkt  auch  damit  zusammenfallen,  und  die  Polare  stellt 
die  dem  Pole  zugehörende  Berührungssehne  dar.  Wir  schliessen 
hieraus,  dass  die  auf  Seite  74  und  75  in  Fig.  24  und  25  für  den 
Kreis  gegebenen  Tangentenconstructionen  für  alle  Linien  zweiten 
Grades  Anwendung  finden.  Diese  Bemerkungen  werden  bestätigt, 
wenn  wir  die  Grleichung  der  Polare  eines  beliebigen  Punktes  auf- 
suchen und  dieselbe  mit  den  für  die  Berührungssehnen  der  einzelnen 
Kegelschnitte  gefundenen  Gleiehiingen  zusammenhalten. 

Verlegen  wir  den  Coordinatenanfang  mit  paralleler  Verschie- 
bung der  Achsen  in  einen  Punkt  x^y^,  so  ist,  wenn  die  neuen  ver- 
ändei'lichen  Coordiuaten  mit  ^  und  rj  bezeichnet  werden, 

a;  =  ^-  -f  ^j, ,        y  =  7?  +  2/i 

zu  setzen ,  und  wir  erhalten  aus  Nr.  1) : 

+  Äx,'-\-£t/,'  -\-2Cxai,  +  2Dx,  +  2JEy,  +  F=  0. 

Hierau.s  lässt  sich  die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  x^  y^ ,  wel- 
cher nach  der  Verschiebung  Coordinatenanfang  ist,  in  der  Form  der 
Gleichung  4)  aufstellen.  Kehren  wir  dabei  zugleich  zum  ursprüng- 
lichen Systeme  zurück ,  indem  wir  wieder 

'i^x  —  x^,        Tj^y-ij^ 

setzen,  so  folgt,  wenn  wir  noch  das  von  ^  und  rj  freie  Glied  in 

{Äx,  4-  Cy,  -\-D)x,+  {Cx,  +  By,  +  E)  y^  + Dx,^  Ey^  + F 

zerlegen,  nach  gehöriger  Hebung  als  Gleichung  derPolare  für 
den  Pol  x^y^: 

^  \  {Ax,  +  Cy^  +  B)x  +  {Cx^  +  By^  +  E)y 

Ist  nun  die  Linie  zweiten  Grades  eine  Parabel ,  so  geht ,  wenn  durch 
geeignete  Transformation  der  Coordinaten  ihre  Gleichung  in 

y^  =  2'px 
umgestaltet  wird ,  Nr.  5)  in 

6)  2/i«/=i?(a;  +  Ä;i) 
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über ;  für  den  Fall  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  folgt  aiis 


(i)±(fy- 

für  die  Polare : 

7) 

0?  —  y" 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  geboren  bekanntlich  der  Tangente  im 
Punkte  r»j2/j  oder  seiner  Berührungssehne  an,  je  nachdem  dieser 
Punkt  auf  der  Peripherie  oder  ausserhalb  der  Fläche  des  Kegel- 
schnittes gelegen  ist;  dieselben  Bedeutungen  hat  daher  auch  5)  für 
die  durch  die  allgemeine  Gleichung  1)  repräsentirte  Linie  zweiten 
Grades. 

Es  bleibt  noch  übrig ,  die  Eigenschaften  der  PolarS  für  den  Fall 
ausfindig  zu  machen,  wenn  der  Pol  innerhalb  der  Kegelschnittsfläche 
gelegen  ist.    Man  gelangt  hierzu  durch  die  folgende  Betrachtung. 

Die  in  Nr.  5)  aufgestellte  Gleichung  ■  aller  dem  Kegelschnitte  1) 

zugehörigen  Polaren  lässt  sich  mit  geänderter  Ordnung  der  Glieder 

in  der  Form 

{^Ax^Cy^D)x^^{()x^B.y^F^y^ 


schreiben ,  welche  sich  von  der  Gleichung  5)  nur  dadurch  unterschei- 
det ,  dass  X  und  x^ ,  y  und  y^  ihre  Stellen  gewechselt  haben.  Die 
hierin  begründete  zulässige  Yertauschung  der  Coordinaten  x^  und  y^ 
mit  X  und  y  zeigt ,  da  erstere  dem  Pole ,  die  letzteren  irgend  einem 
Punkte  der  zugeordneten  Polare  angehören,  dass,  wenn  man  einen 
Punkt  der  Polare  zum  Pol  macht,  der  ursprüngliche  Pol  auf  der  neuen 
Polare  liegen  muss.  Beachtet  man  nun,  dass  in  Nr.  5)  die  Werthe  von 
x^  und  y^  so  gewählt  werden  können,  dass  die  Coefficienten  von  x  und 
y  und  das  von  x  und  y  freie  Glied  in  irgend  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse stehen,  wonach  jede  Gerade  in  der  Ebene  des  Kegelschnit- 
tes zur  Polare  werden-^kann,  so  folgt  hieraus  der  Satz:  Sämmt- 
liche  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  schneiden  sich 
in  ein  und  dem selbenP unkte,  nämlich  im  Pole  jener  Ge- 
raden. Durch  Umkehrung  dieses  Satzes  ergiebtsich:  Die  Pole 
aller  Geraden,  welche  durch  ein  und  denselben  Punk  t 
hindurchgehen,  liegen  in  einer  geraden  Linie,  nämlich 
in  der  Polare  ihres  Durchschnittspunktes. 

Wir  haben  oben  gesehen ,  dass  die  Polare  eines  ausserhalb  der 
Fläche  eines  Kegelschnittes  gelegenen  Punktes  die  zugehörige  Be- 
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rührungsseliue  darstellt.  Legt  man  daher  diircli  einen  Punkt  im 
Innern  der  Cnrve  Sehnen,  so  bildet  der  Durclischnittspnnkt  jedes 
durch  die  Enden  einer  solchen  Sehne  gehenden  Tangentenpaares  den 
Pol  dieser  Geraden.  Durch  Verbindung  dieser  Bemerkung  mit  dem 
vorhergehenden  Lehrsatze  erhalten  wir  für  die  Polare  eines  Punktes 
innerhalb  einer  Linie  zweiten  Grades  die  Eigenschaft ,  dass  sie  den 
geometrischen  Ort  der  Durchschnittspunkte  aller  derjenigen  Tan- 
gentenpaare abgiebt,  deren  Berührungssehnen  sich  im  zugehörigen 
Pole  schneiden.  Wählt  man  als  Beispiel  eines  solchen  Punktes  einen 
Brennpunkt,  so  lässt  sich  aus  einer  der  Gleichungen  2)  oder  4)  des 
§  13  leicht  herleiten,  dass  die  zugeordnete  Directris  seine  Polare 
darstellt.  Werden  daher  von  beliebigen  Punkten  der  Directrix  eines 
Kegelschnittes  Tangenten  an  die  Curve  gelegt ,  so  gehen  die  Berüh- 
rungssehnen dieser  Tangenten  sämmtlich  durch  den  zugehörigen 
Brennpunkt.  Durch  Umkehrung  dieses  Satzes  lassen  sich  Punkte 
der  einem  Brennpunkte  zugehörigen  Directrix  eonstructiv  ermitteln. 

§36. 
Gleichnng  der  Linien  zweiten  Grades  in  Polarcoordinaten. 

N"achdem  wir  bei  allen  frühereu  über  Linien  zweiten  Grades  ge- 
führten Untersuchungen  uns  fast  ausschliesslich  der  Parallelcoordi- 
naten  bedient  haben ,  wollen  wir  zum  Schlüsse  unserer  Betrachtun- 
gen noch  die  Gleichung  dieser  Linien  in  Polarcoordinaten  aufstellen. 
Wir  wählen ,  um  zu  Resultaten  von  möglichst  allgemeiner  Geltung 
zu  gelangen ,  einen  ganz  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Linie 
zweiten  Grades  ziim  Coordinatenanfang  oder  Pol  (der  hier  nicht  mit 
dem  im  vorigen  Paragraphen  angewendeten  Begriffe  desselben  Na- 
mens verwechselt  werden  darf)  und  eine  in  beliebiger  Richtung  hin- 
durch gelegte  Gerade  zur  Achse  der  Polarcoordinaten ,  und  verbin- 
den hiermit  ein  rechtwinkliges  Parallelcoordinatensystem,  in  welchem 
bei  gleichem  Anfangspunkte  die  positive  Seite  der  a;- Achse  mit  der 
.Polarachse  zusammenfällt.  Von  einer  für  letzteres  System  geltenden 
Gleichung  gelangen  wir  bekanntlich  zur  Gleichung  für  Polarcoordi- 
naten durch  die  Substitutionen: 

x  =  r  cos  cp,         y  =  r  sin  cp. 
Werden  diese  Werthe  in  die  vielbesprochene  allgemeine  Gleichung 
der  Linien  zweiten  Grades  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  als  allgemeinste 
Form  der  Gleichung  dieser  Linien  in  Polarcoordinaten : 
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-X  (    (J.  cos^  go  +  -B  sln^  (p  +  2  C  sin  qp  cosrcp)  r^ 

\        +2{Bcosq)-\-  Esin  (p)r  ■\-  F=  0. 

Einfachere  Gleichungsformen  sind  durch  geschickt  gewählte  Lage 
des  Coordinatenanfanges  und  der  Polarachse  zu  erzielen. 
Wird  in  1)  auf  r  reducirt ,  so  entsteht : 

ON  __  D  cos  cp  -{■  E  sin  cp  -{-  il 

A  cos^  q)  -{■  B  sin^  qo  -|-  2  C  sin  cp  cos  cp'' 

wobei  Sl  als  Abkürzung  für  die  Quadratwurzel  der  Discriminante 
gebraucht,  also 

3)  Sl=  j/{D cos  cp  +  Esin  qp)'^— (^ cos^  qo + -B sin^  q)-\-2Csin  cp  cos  cp)F 
oder 

4)  ^2 ^ p2 _ ^^)  ^^^2 (pJ^{E^-BF)  sin^  cp  +  {DE -  CF)  sin  2  cp 

gesetzt  ist.    Soll  die  Gleichung  1)  eine  geometrische  Deutung  haben, 
so  muss  iß  reell,  also  Sl'^  positiv  sein.    Eine  wesentliche  Vereinfach- 
ung tritt  hierbei  ein ,  wenn  die  Bedingungen 
g.  I    D^^-äE=E^-BF 

^       •  )  DE-CF=0 

Anwendung  finden ,  weil  dann  die  Wurzelgrösse  ß  unabhängig  von 
dem  veränderlichen  Winkel  (p  wird.  Man  erhält  nämlich  in  diesem 
Falle  aus  Nr.  4): 

6)  Sl^  =  D^-AF^E^~BF, 

d.  i.  einen  constanten  Werth. 

Zur  Ermittelung  der  Lage,  welche  der  Coordinatenanfang 
haben  muss ,  damit  diese  Bedingungen  erfüllt  werden ,  kehren  wiv 
zum  rechtwinkligen  Systeme  zurück.  Wird  in  der  für  dieses  Co- 
ordinatensystem  geltenden  allgemeinen  Gleichung  der  Linie  zweiten 
Grrades  mit  i^  multiplicirt,  so  lässt  sich  das  hierdurch  entstehende 
Resultat 

AFx^  +  BFy^  +  2CFxij  +  2BFoc  +  2EFy  +  F^  =  0, 
wenn  man  beiderseitig  den  Ausdruck 

addirt ,  auf  die  Form 

B^x^  +  E^f-\-2CFxy^2BFx-\-2EFtj.-\-F^ 

=  {B^--AF)x^  +  {E^-BF)tf 

bringen ,  und  hieraus  wird  bei  Geltung  der  Bedingungen  5) 
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7)2^2  _,_  j^2y2  j^  2BExy  +  2BFx  +  2EFy  +  F^- 
=  {B^-AF){x^  +  y^) 
oder  nach  einfacher  Umgestaltung 

7)  ..  +  /  =  (^-  +  g  +  ^)'. 

Diese  Gleichungsform  muss  also  der  Linie  zweiten  Grades  in  recht- 
winkligen Coordinaten  angehören,  wenn  in  der  Gleichung  für  Polar- 
coordinaten die  erzielte  Vereinfachung  eintreten  soll. 

Wird  in  7)  eine  neue  Constante   a  eingeführt,   welche  an  Sl 
durch  die  Relation 


gebunden  ist ,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 
und  hieraus  entsteht,  wenn  wir 


]■ 


x^-\-y^  =  r\ 
{Bx  +  Ey  +  FY 


Z=0^ 


B^  +  E^' 
setzen , 

oder  in  der  ersten  Potenz  bei  Voraussetzung  positiver  r  und  z 

8)  r  =  iS. 

Aus  §  6  Nr.  7)  wird  leicht  hergeleitet ,  dass  hierin  z  die  Entfernung 
des  Curvenpunktes  xy  von  einer  Geraden  ausdrückt,  deren  Gleichung 

Bx-\-Ey-\-F=0 

lautet,  d.  i.  mit  Rücksicht  auf  Nr.  4)  des  vorhergehenden  Para- 
graphen die  Entfernung  von  der  dem  Coordinatenanfange  zuge- 
hörigen Polare.  Da-  nun  r  den  Abstand  desselben  Punktes  xy  vom 
Coordinatenanfange  darstellt ,  so  folgt  aus  Vergleichung  von  8)  mit 
§  13  Nr.  1) ,  dass  der  Pol ,  für  welchen  die  Polargleichung  einer 
Linie  zweiten  Grades  die  gewünschte  einfachere  Form  erlangt,  ein 
Brennpunkt,  seine  Polare  die  zugeordnete  Directrix  sein  muss. 

Nehmen  wir  jetzt,  um  diese  einfachere  Porm  zur  Anwendung 
zu  bringen ,  einen  Brennpunkt  als  Coordinatenanfang ,  so  kann  die 
zvTgehörige  Gleichung  in  Polarcoordinaten  aus  1)  oder  2)  hergeleitet 
werden,  indem  man  die  in  5)  aufgestellten  Bedingungen  darin  ein- 

Anal    Geom.   I.  14 
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führt ,  was  im  Wesentlichen  darauf  hinauskommt ,  die  Gleichung  7) 
in  Polarcoordinaten  umzusetzen.  Da  wir  jedoch  bereits  wissen,  dass 
hier  keine  anderen  Linien  als  Kegelschnitte  in  Frage  kommen ,  so 
gelangen  wir  einfacher  zum  Ziele,  wenn  wir  zur  Gleichung  6)  des 
§  13  zurückgehen,  in  welcher  ein  Brennpunkt  den  Coordinatenanfang 
und  die  hindurchgehende  Achse  des  Kegelschnittes  die  sc -Achse 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  darstellte.  Mittelst  einfacher 
Umgestaltung  gewinnt  diese  Gleichung  die  Form : 

aj2  -[-  y^  ^=p"  -|-  2jji  f  ic  -j-  a^x^  ^ 
wobei  bekanntlich  p  den  Halbparameter  und  £  die  numerische  Ex- 
centricität  bedeutet.    Man  erhält  hieraus  : 

J.2  _  (^p  _j_  j  y^Y^ 

und  hieraiis  wieder,  wenn  man  die  Leitstrahlen  solcher  Punkte, 
welche  von  dem  zunächst  am  Brennpunkte  befindlichen  Scheitel  aus 
nach  der  Seite  der  positiven  x  hin  gelegen  sind ,  als  positive  Grössen 
in  Rechnung  zieht, 

9)  r  =p  -\-  iX*. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Brennpunkt  als  Anfangspunkt  der 
Polarcoordinaten  die  Polarachse  in  beliebiger  Eichtung  gelegt ,  so 
dass  sie  mit  der  jetzigen  Achse  der  x  einen  in  gleicher  Drehrichtuug 
mit  dem  Winkel  (p  gemessenen  Winkel  a  einschliesst ,  so  ist 

x  =  r  cos  {cp  -{■  et) 
zu  setzen,   wodurch  die   aus  Coordinaten   beiderlei  Art  gemischte 

Gleichung  9)  in 

r  =  jj)  -f-  E  r  cos  (qo  +  ß) 

übergeht.    Wird  hierin  auf  r  reducirt ,  so  ergiebt  sich 

10)  r  =  . ^.      ,     , 

1  —  s  cos  {cp  -{-  a) 

als  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  für  jedes  Polarcoordi- 
natensjstem,  dessen  Anfangspunkt  mit  einem  Brennpunkte  zusam- 
menfällt. Soll  die  Polarachse  mit  der  die  Brennpunkte  enthaltenden 
Kegelschnittsachse  identisch  sein,  so  hat  man,  wenn  die  Polarwinkel 
von  dem  Eadiusvector  desjenigen  Scheitels  aus  gezählt  werden,  wel- 


*  Dieselbe  Gleichung  kann,  wenn  wir  sie  mit  Einführung  des  zwi- 
schen Brennpunkt  und  Directrix  befindlichen  Abstaudes  d  in  der  Form 

r  =  s  {d  +  x) 
schreiben ,  auch  unmittelbar  aus  §  13  Nr.  1)  hergeleitet  werden. 
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eher  dem  als  Anfang  gewählten  Brennpunkte  zunächst  liegt,  «=^180'' 
zu  setzen ;  zählt  man  dagegen  von  der  entgegengesetzten  Eichtung 
aus,  so  wird  a.  =  0.  Im  ersteren  Falle  erhält  die  Gleichung  10)  die 
Grestalt : 

^ i>^ 

1  +  £  COS  cp ' 

im  zweiten  geht  sie  über  in : 

P^ 

1  —  f  cos  cp 

Für  den  speciellen  Fall  der  Parabel,  wo  £=  1  ist,  wird  die  erste 
Gleichung  zu 

P 


11) 

l  ZW( 

12)  r  =  • 


13) 

2 

cos^ 

9> 

2 

die  zweite 

erlangt  die  Form: 

r 

2 

p 

14) 

sin^ 

2 

Von  den  beiden  letzten  Gleichungen  lässt  besonders  die  erstere  eine 
einfache  geometrische  Deutung  zu ,  welche  zur  Construction  von  Pa- 
rabelpunkten benutzt  werden  kann. 

Sowie  die  analytische  Untersuchung  der  für  Parallelcoordinaten 
aufgestellten  Gleichungen  der  Linien  zweiten  Grades  zur  Ermittelung- 
geometrischer  Eigenschaften  dieser  Linien  angewendet  wurde,  so 
kann  in  ähnlicher  Weise  auch  mit  der  Gleichimg  für  Polarcoordi- 
naten  operirt  werden.  Wir  beschränken  uns  in  dieser  Hinsicht  auf 
folgende  zwei  Erörterungen,  die  sich  am  einfachsten  an  die  Form 
der  Gleichung  10)  a.nschliessen. 

I.  Sind  r  und  qp ,  r  und  cp'  die  Coordinaten  der  Endpunkte  einer 
Sehne ,  die  durch  den  Brennpunkt  hindurchgeht ,  welcher  den  Pol 
der  Polarcoordinaten  bildet ,  so  ist ,  da  r  und  r'  nach  entgegenge- 
•setzten  Richtungen  liegen , 

g,'=q,-}-1800. 

Aus  10)  folgt  dann: 

1  1  —  s  cos  (cp  -{-  a) 

r  j) 

1         1  +  £  cos  (qp  +  a) 


und  hieraus  wieder 


P 
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r       r        1 


Dies  giebt  den  Satz:  Jede  durch  einen  Brennpunkt  eines 
Kegelschnittes  gelegte  Sehne  wird  in  diesem  Punkte 
so  getheilt,  dass  das  harmonische  Mittel  ihrer  bei- 
den Abschnitte  constant,  nämlich  dem  Hai  bparameter 
gleich  ist. 

II.  Beachten  wir,  dass  die  Gleichung  10)  drei  beständige  Grös- 
sen a ,  s  und  p  enthält ,  so  zeigt  sich  sofort ,  dass  zur  Bestimmung 
eines  Kegelschnittes ,  sobald  ein  Brennpunkt  bekannt  ist ,  noch  drei 
von  einander  unabhängige  Bedingungen  hinzutreten  müssen.  An- 
genommen nun ,  es  seien  drei  Peripheriepunkte  gegeben ,  so  gilt  für 
jeden  dieser  Punkte  eine  Gleichung ,  welche  die  Form  von  Nr.  10) 
besitzt,  und,  wie  bereits  oben  angegeben  wurde,  in  der  Gestalt 

•    •  ■)•  =_p  +  £r  005  (qo  +  «) 

geschrieben  werden  kann.  Hieraus  folgt ,  wenn  man  cos  (qo  -f  a)  ent- 
wickelt lind  die  Abkürzungen 

15)  s  cos  a  :=  ß ,  e  sin  a=^—  y 

anwendet , 

r  =  j9  +  jS  *•  cos  cp  -{-  y  r  sin  cp. 

Nimmt  man  hierauf  noch  in  der  bekannten  Weise  ein  rechtwinkliges 
System  zu  Hülfe  ,  für  welches  die  Beziehungen 

r  cos  cp  =  X,       r  sin  q>  =y 

gelten,  so  entsteht  die  Gleichung: 

16)  r  =  p-\r  ßx-\-yy. 

Durch  jeden  der  gegebenen  Punkte  sind  drei  ziisammengehörige 
Werthe  von  r,  x  und  y  bestimmt;  mittelst  dreier  Punkte  können 
also  drei  Gleichungen  von  der  Form  16)  aufgestellt  werden,  aus. 
denen  p ,  ß  imd  y  mit  Benutzung  der  gewöhnlichen  Eliminations- 
methoden zu  berechnen  sind.  Man  erhält  dabei  eindeutige  reelle 
Werthe,  weil  die  zur  Berechnung  vorliegenden  Gleichungen  in  Be- 
ziehung auf  die  Unbekannten  dem  ersten  Grade  angehören.  Aus 
den  Werthen  von  ß  und  y  erlangt  man  endlich  die  in  der  Gleichung 
10)  enthaltenen  beständigen  Grössen  6  und  a  mittelst  der  aus  15) 
folgenden  Relationen : 
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17)  £-^  =  |3-  +  y-,       tana  =  —  ^. 

r 

Diese  Werthe  sind  wieder  unzweideutig  bestimmt,  weil  £  seiner  Be- 
deutung zufolge  nur  einen  positiven  Werth  erhalten  kann ,  der  Qua- 
drant aber ,  in  welchem  der  Winkel  o:  gelegen  ist ,  aus  den  durch  die 
Gleichungen  15)  gegebenen  Vorzeichen  des  Sinus  und  Cosinus  dieses 
Winkels  folgt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  der  Satz:  Durch  drei 
Punkte  kann  nur  ein  Kegelschnitt  gelegt  werden,  wenn 
einer  seiner  Brennpunkte  bekannt  ist.  Dieser  Satz  ist  be- 
sonders in  der  Astronomie  für  die  Theorie  der  Planetenbewegung 
von  Wichtigkeit. 


Neuntes  Capitel. 

Linien  liölierer  Grade. 


§37. 
Allgemeine  Bemerkungen. 

In  gleicher  Weise ,  wie  im  vorigen  Capitel  durcli  Discussion  der 
allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grrades  zwischen  zwei  Veränderlichen 
die  Formen  der  diesem  Grade  angehörigen  Linien  und  ihre  charakte- 
ristischen Eigenschaften  ermittelt  wurden,  bann  die  Aufgabe  ge- 
stellt werden ,  auch  solche  Linien ,  in  denen  die  Coordinaten  der  ein- 
zelnen Punkte  für  ein  beliebiges  Coordinatensystem  durch  eine 
Gleichung  dritten ,  vierten  Grades  u.  s.  f.  an  einander  gebunden  sind, 
einer  ähnlichen  Betrachtung  zu  unterwerfen.  Es  ist  jedoch  leicht  z\i 
übersehen ,  dass  ein  weiteres  Fortschreiten  auf  diesem  Wege  zu  völ- 
lig endlosen  Untersuchungen  hinführen  muss  * ;  bei  der  geringeren 
praktischen  Wichtigkeit ,  welche  ohnedies  die  Mehrzahl  solcher  Li- 
nien besitzt,  werden  wir  uns  daher  darauf  beschränken  müssen, 
neben  einigen  allgemeinen  Bemerkungen  wenige  Formen  als  Bei- 
spiele herauszugreifen.  Zuvor  haben  wir  einige  Begriffsbestimmun- 
gen und  Bezeichnungen  vorauszuschicken,  von  denen  im  Folgenden 
mehrfach  Anwendung  gemacht  werden  wird. 


*  Euler  unterscheidet  sechszehn  G-eschlechter  von  Linien  dritten 
Grades ,  welche  eine  Menge  durch  Form  verschiedene  Unterarten  in  sich 
begreifen^  von  denen  Newton  bereits  zweiundsiebenzig  aufgezählt 
hatte.  Im  vierten  Grade  sind  nach  Euler  liundertundsechsuudvierzig 
Geschlechter  mit  einer  beträchtlich  grösseren  Menge  von  Arten  enthal- 
ten. Neuere  haben ,  von  anderen  Eintheilungsgründen  ausgehend,  andere 
Classificationen  gefunden;  immer  aber  ist  man  zu  der  Erkenntniss  ge- 
laugt, dass  in  den  höheren  Graden  die  Zahl  der  möglichen  Formen  so 
beträchtlich  wächst,  dass  man  sich  bald,  abgesehen  von  der  Unzuläng- 
lichkeit der  mathematischen  Hülfsmittel ,  genöthigt  sieht,  die  Fort- 
setzuug  einer  derartigen  Untersuchung  aufzugeben. 
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Sind  zwei  veränderliche  Grössen  x  und  y  durch  ii'gend  eine 
Gleichung  von  einander  abhängig  gemacht ,  so  dass  zu  jedem  will- 
kürlich angenommenen  Werthe  des  x  ein  aus  der  Gleichung  hervor- 
gehender Werth  von  y  gehört,  so  nennt  man,  abgesehen  von  der 
besonderen  Form  der  Gleichung,  y  eine  Function  von  x.  Zur  Be- 
zeichnung der  Functionen  bedient  man  sich  der  Buchstaben  -P,  /",  77, 
ip  und  ähnlicher;  Gleichungen  von  der  Form 

y^F{x),  y  =  f{x),  y^cp{x),  y=^^{x) 
sagen  daher  nichts  weiter  aus ,  als  dass  jedem  willkürlichen  Werthe 
des  X  ein  von  einer  Gleichung  abhängiger  Werth  von  y  entspricht. 
F  {x)^  f  [x)  u.  s.  f.  bedeuten  hierbei  beliebige  nicht  näher  bestimmte 
ßechnungsausdrücke ,  in  welchen  die  veränderliche  Grösse  x  vor- 
kommt. Jede  Gleichung,  wie 

kann,  so  lange  den  x  reelle  Werthe  von  y  zugehören,  welche  die 
Eigenschaft  besitzen,  sich  gleichzeitig  mit  x  stetig  zu  ändern,  in 
einer  Ebene  mittelst  Parallelcoordinaten  durch  den  stetigen  Verlauf 
einer  Linie  dargestellt  werden. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  bezeichnet  man  mit  F  {x^  y),  f  {x,  y) 
u.  s.  w.  solche  nicht  näher  bestimmte  Ausdrücke,  welche  zwei  ver- 
änderliche Grössen  x  und  y  enthalten  und  die  wieder  Functionen 
dieser  Grössen  genannt  werden.    Gleichungen  von  der  Form 

F{x,y)  =  0,         f{x,y)  =  0 
sind  das  allgemeine  Symbol  aller  atif  Null  gebrachten  unentwickel- 
ten Gleichungen  zwischen  den  Variabein  x  und  y. 

Enthalten  die  Functionen  f  {xj  oder  F{x,y)  in  Beziehung  auf 
ihre  veränderlichen  Grössen  keine  anderen  Operationen ,  als  die  des 
Addirens,  Subtrahirens ,  Multiplicirens ,  Dividirens  und  Potenzirens 
mit  Constanten  Exponenten,  worin  auch  das  Wurzelausziehen  mit 
begriffen  ist,  so  heissen  sie  algebraische  Functionen.  Die 
Gleichung 

1)  F{x,y)  =  0 

stellt  dann  eine  algebraische  Gleichung  dar  und  eine  dadurch 
repräsentirte  krumme  Linie  wird  durch  üebertragung  des  Namens 
eine  algebraische  Curve  genannt.  Durch  bekannte  Hülfsmittel 
der  Algebra  kann  jede  algebraische  Gleichung  zwischen  x  und  y  so 
umgeformt  werden,  dass  ihr  aiif  Null  gebrachter  Ausdruck  eine 
Summe  von  Gliedern  von  der  Form 
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enthält,  wobei  C  einen  beliebigen  beständigen  Coefficienten  bedeu- 
tet, die  constanten  Exponenten  p  und  q  dagegen  positive  ganze 
Zahlen,  Null  mit  eingeschlossen,  ausdrücken.  Ist  diese  Umgestal- 
tung eingetreten,  so  heisst  die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  eine 
ganze  rationale  Function  von  x  and  y ;  die  Summe p  -\-  C[  giebt 
die  Dimension  an,  welcher  das  Glied  Cx^y'i  angehört,  und  die 
höchste  in  der  Gleichung  vorkommende  Dimension  bestimmt  be- 
kanntlich den  Grad  der  Gleichung. 

Was  nun  die  Linien  höherer  Grade  betrifft ,  so  wurde  bereits 
auf  S.  41  bemerkt ,  dass  unter  einer  Linie  w*®^  Grades  eine  solche  zu 
verstehen  sei,  deren  für  Parallelcoordinaten  aufgestellte  Gleichung 
diesem  Grade  angehört.  Die  allgemeine  Form  dieser  Gleichung  lässt 
eine  doppelte  Anordnung  zu,  je  nachdem  man  diejenigen  Glieder  zu- 
sammenfasst ,  welche  dieselbe  Potenz  einer  Veränderlichen,  z.  B. 
der  Abscisse  a?,  enthalten,  oder  die  Glieder  gleicher  Dimensionen 
combinirt.   Im  ersten  Falle  hat  man 

i  Äx"  +  {Ä,y  +  B)  x^-'  +  {A.,y^  +  B,y  -f  C)  x^'"- 

2)  + 

'   j  +  (^„_i  y^-'  +  Bn-2  r--  +...  +  L,y  +  3I)x 

{  -\-{Äny"  +  B„_,y—^  +  ...  +  M,y-\-N)==0, 

im  andern  besitzt  die  Gleichung  die  Form  : 

Ax"  +  Ä^x"-^  y  +  J.2^"-2  y^-if  . .  .  +  ^„_i  xy""-^  -f  Any" 
.          -^Bx^-'  -\-  B^x^-'^y  +  .  .  .  +  B„_2xy—-  +  B„-iy"-' 
^^^  + 

+  {Lx'  +  L,xy  +  L,y^)  +  {Mx+  M,  y)  +  N  =^0. 

Beliebig  viele  der  Coefficienten  J. ,  -B ,  (7  u.  s.  f.  können  hierin  gleich 
KuU  sein,  nur  selbstverständlich  nicht  gleichzeitig  alle  diejenigen, 
welche  der  höchsten  Dimension  angehören. 

Sollen  unter  diesen  Linien  nicht  immer  wieder  alle  diejenigen 
auftreten ,  welche  bereits  in  niederem  Graden  vorkommen ,  wie  wir 
z.  B.  unter  den  Linien  zweiten  Grades  geradlinige  Gebilde  aufge- 
fixnden  haben,  so  müssen  wir  bei  der  geometrischen  Deutixng 
algebraischer  Gleichungen  aus  jedem  Grade  diejenigen  ausscheiden, 
welche  sich  in  ganze  rationale  Factoren  niederer  Grade  zerlegen 
lassen.    Sobald  nämlich 

4)  cp{x,y)  =  0,         ^{x,ij)  =  0 
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die  Gleichungen  zweier  Linien  darstellen ,  so  geschieht  der  durch 
Multiplication  dieser  beiden  Ausdrücke  entstehenden  Gleichung 

5)  q)(x,y)  .  ilj  {x,p)^0 

durch  die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  Genüge,  welcher  auf 
einer  von  jenen  beiden  Linien  gelegen  ist,  indem  dann  allemal  ein 
Factor  von  5)  zu  Null  wird ,  während  der  andere  Factor ,  wenn  es 
sich  um  ganze  rationale  Functionen  handelt,  bei  endlich  bleibenden 
X  nicht  unendlich  werden  kann.  Die  letzte  Gleichung  stellt  also  beide 
in  Nr.  4)  enthaltenen  Linien  gleichzeitig  dar.  Sind  nun  q)  {x,y)  und 
tp  {x , «/)  zwei  algebraische  Functionen  des  j)^^^  i^^d  g^^^  Grades ,  so 
giebt  Nr.  5)  eine  algebraische  Gleichung  des  (p  -\-  q)^^^  Grades ,  in 
welcher  jedoch  nur  ein  System  zweier  Linien  niederer  Grade  enthal- 
ten ist.  So  drückt  z.  B.  unter  Voraussetzung  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensjstems  die  dem  dritten  Grade  angehörende  Gleichung 

x^  —  if  —  x^y  -{-  xy'^  —  Jc^  X -\- Jc^  y  =  0 
einen  Kreis  xxnd  eine  Gerade  aus,  weil  sie  in 

{x^-\-^/-r-){x-y)  =  0 
zerlegt  werden  kann ;  die  Gleichung 

a^  -\-  xy'^  —  2ay^  =  0 
dagegen,  bei  welcher  keine  solche  Zerlegung  möglich  ist,  repräsen- 
tirt  eine  eigentliche  Linie  dritten  Grades.  —  Bei  Anwendung  der 
erwähnten  Ausschliessung  fallen  also  z.  B.  alle  dem  ersten  Grade  an- 
gehörenden geradlinigen  Gebilde  aus ;  es  bleiben  daher  nur  krumme 
Linien  für  die  höheren  Grade  übrig,  wenn  wir  noch  von  allen 
solchen  Gleichungen  absehen ,  die  entweder  nur  einzelne  Punkte  dar- 
stellen oder  gar  keine  geometrische  Bedeutung  haben*. 

Beschränken  wir  uns  nach  dem  Vorhergehenden  auf  die  Curven 
höherer  Grade,  so  lässt  sich  rücksichtlich  ihrer  der  allgemeine  Satz 
aufstellen,  dass  jede  Linie  n^^^  Grades  von  einer  Geraden 
in  nicht  mehr  als  n  Punkten  geschnitten  werden  kann. 
Um  diesen  Satz  zti  beweisen,  können  wir  uns  zuvor  das  Coordinaten- 
system  so  verlegt  denken,   dass  die  zu  untersuchende  Gerade  zur 


*  Der  erste  dieser  beiden  Fälle  findet  statt,  sobald  die  Gleichung 
nur  für  einige  bestimmte  Werthe  von  x  reelle  Werthe  von  y  giebt; 
der  andere,  wenn  kein  reeller  Werth.  von  x  reelle  Werthe  von  y  zu- 
lässt.  Beispiele  hierfür  haben  wir  bereits  beim  zweiten  Grade  kennen 
gelernt. 
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Abscissenachse  wird.  Der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  geschieht 
hierdurch  kein  Eintrag,  weil  bei  der  Transformation  der  Coordi- 
naten  der  Grad  der  Gleichung  umgeändert  bleibt.  Setzen  wir  nun 
für  die  gemeinschaftlichen  Punkte  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 
der  ic- Achse  in  der  allgemeinen  Gleichung  2)  oder  3)  2/  =  0,  so  bleibt : 

Dieser  Bedingung  kann  auf  doppelte  Weise  genügt  werden,  ent- 
weder durch  jedes  mögliche  x,  wenn  alle  CoefficientenJ.,  £,  (7, . . .  JV" 
einzeln  gleich  Null  sind,  oder  ausserdem  nur  durch  solche  x,  welche 
sich  als  Wurzeln  von  Nr.  6)  bewähren.  Im  ersten  Falle  besitzen  alle 
von  Null  verschiedenen  Glieder  der  allgemeinen  Gleichung  2)  den 
Factor  ^Z;  die  Gleichung  selbst  zerfällt  also  in  zwei  Factoren,  von 
denen  einer  dem  nächst  niederen  Grade  angehört,  der  andere  die 
Gleichung  der  Abscissenachse  y  =  0  darstellt.  Es  kann  also  in  die- 
sem Falle  von  einer  eigentlichen  Linie  li^^^  Grades  nicht  die  Eede 
sein.  Bleiben  daher  für  eine  solche  Curve  die  x  der  gesuchten  Durch- 
schnittspunkte lediglich  als  Wurzeln  der  Gleichung  6)  zu  bestim- 
men ,  so  sind  nach  der  Form  dieser  Gleichung  höchstens  n  von  ein- 
ander verschiedene  reelle  Werthe  von  x  möglich  ;  es  kann  also  auch 
nicht  eine  grössere  Zahl  von  Durchschnittspunkten  vorhanden  sein. 
Kleiner  kacn  die  Anzahl  dieser  Punkte  sein,  wenn  einige  Coefficien- 
ten  der  Anfangsglieder  in  6)  gleich  Ntül  sind  oder  wenn  diese  Gleich- 
ung gleiche  oder  imaginäre  Wurzeln  enthält. 

Durch  Anwendung  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen 
höherer  Grade  mit  zwei  Unbekannten  wird  der  vorhergehende  Satz 
dahin  erweitert,  dass  eine  Linie  tn^^^  Grades  und  eine  Linie  n^^^ 
Grades  höchstens  mn  Pimkte  gemein  haben.  . 

Wir  wenden  uns  nach  diesen  Vorbemerkungen  zur  Betrach- 
tung einiger  besonderer  Linien  höherer  Grade. 

§38. 

Parabolische  Curven. 

ZiT  besonders  einfachen  Linien  höherer  Grade  gehören  die- 
jenigen, deren  entwickelte  Gleichung  eine  der  beiden  veränder- 
lichen Coordinaten  nur  in  der  ersten  Potenz  enthält,  für  welche 
also  z.  B.  die  Ordinate  eine  ganze  rationale  Function  der 
Abscisse  bildet.     Die  Gleichung  muss  dann  die  Form 
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1)  y  =  Ä^^-i-Aj^x-\-Ä2X^  +  Ä^x^  +  ...-{-ÄnX" 

besitzen,  oder  durch  Transformation  der  Coordinaten  anf  diese  Form 
gebracht  werden  können.  Linien  dieser  Art  werden  parabolische 
Curven  genannt;  Nr.  1)  ist  die  allgemeine  Gleichung  einer  para- 
bolischen Curve  ot^^^  Grades,  wobei  natürlich  vorausgesetzt  wird, 
dass  An  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt.  Was  die  Ge- 
stalt solcher  Linien  betrifft,  so  kann  sie  je  nach  dem  Grade  der 
Gleichung  und  der  Grösse  der  Coefficienten  mannichfach  wechseln ; 
immer  aber  bleibt  das  Merkmal  gemeinschaftlich ,  dass  die  Linie  aus 
einem  zu  beiden  Seiten  der  p  -  Achse  sich  ins  Unendliche  erstrecken- 
den zusammenhängenden  Zuge  besteht,  weil  aus  Nr.  1)  zu  jedem  be- 
liebigen X  ein  zugehöriges  reelles,  sich  gleichzeitig  mit  x  stetig 
änderndes  y  berechnet  werden  kann.  Da  die  Gleichung  hierbei  jedes- 
mal einen  einzigen  Werth  von  y  giebt ,  so  folgt ,  dass  jede  Parallele 
zur  y  -  Achse  die  parabolische  Curve  nur  in  einem  Punkte  schneidet. 

Besonders  wichtig  für  die  praktische  Verwendung  der  pa.ra- 
bolischen  Curven  ist  die  Aufgabe ,  eine  Linie  dieser  Art  durch  ge- 
gebene Peripheriepunkte  zu  bestimmen.  Was  zunächst  die  Zahl  der 
hierzu  nöthigen  Punkte  betrifft ,  so  lässt  sich  leicht  übersehen ,  dass 
(n  +  1)  Punkte  gegeben  sein  müssen ,  sobald  für  die  Gleichungs- 
form 1)  die  Lage  der  Coordinatenachsen  bestimmt  ist  und  die  Curve 
dem  n*'^^  Grade  angehört.  Da  nämlich  unter  diesen  Bedingungen 
ihre  Gleichu.ng  die  (n  -\-  1)  Constanten  J.^ ,  Ä^^  Ä2-,  ..  .  Ä,i  enthält, 
so  muss  zur  Ermittelung  dieser  beständigen  Grössen  eine  gleiche 
Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sein.  Aus  den  Co- 
ordinaten eines  jeden  gegebenen  Punktes  folgt  aber  eine  Bedin- 
gungsgleichung von  der  Form  1).  Durch  Anwendung  der  gewöhn- 
lichen Eliminationsmethoden  findet  sich  dann  für  jede  der  Unbe- 
kannten ein  eindeiitiger  reeller  Werth ,  weil  die  obige  Gleichung  in 
Beziehung  auf  ihre  Coefficienten  dem  ersten  Grade  angehört.  Es  ist 
hierbei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Coefficienten  der  höchsten  Po- 
tenzen auch  den  Werth  Null  erhalten  können.  Dann  ist  die  ent- 
stehende Gleichung  von  einem  niederem  Grade  und  es  ist  überhaupt 
nicht  möglich,  durch  die  gegebenen  Punkte  eine  parabolische  Curve 
^ten  G-rades  zu  legen.  So  wird  man  z.  B.  stets  auf  eine  Gleichung 
vom  ■  ersten  Grade  stossen ,  wenn  die  gegebenen  Punkte  sämmtlich 
einer  Geraden  angehören. 

Soll  nun  bei  vorausbestimmter  Lage  der  Coordinatenachsen 
eine  parabolische  Curve  durch  n  Punkte  a^^^/n  ^2^/^'  ^3%)  •  •  •  ^nyn 
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gelegt  werden,  so  kann  iiacli  dem  Vorhergehenden  ihre  Gleichung 
den  Grad  n  —  1  nicht  übersteigen.  Es  lässt  sich  daher  im  Voraus 
die  allgemeine  Form 

festsetzen,  wofür  dann  mittelst  der  Coordinaten  der  gegebenen 
Punkte  in  der  oben  angeführten  Weise  die  Coefficienten  berechnet 
werden  können.  Da  jedoch  eine  solche  Rechnung  nicht  immer  frei 
von  Weitläufigkeiten  ist ,  so  erscheint  es  zweckmässig ,  ein  für  alle- 
mal eine  Formel  von  allgemeiner  Geltung  für  dergleichen  Fälle  fest- 
zustellen. Man  gelangt  zu  einer  solchen  durch  die  folgende  Be- 
trachtung. 

Da  aus  den  gegebenen  Punkten  nu.r  eine  Gleichung  von  der 
Form  2)  folgen  kann,  so  muss  eine  auf  irgend  einem  Wege  erhal- 
tene Gleichung  dieser  Art  das  gewünschte  Resultat  liefern ,  wenn  sie 
den  Coordinaten  aller  n  Punkte  Genüge  leistet.    Setzen  wir  nun 

3)  y^X^y^+X.^^J.^-\-X^^/^-{- ..  .  +  X„yn, 

worin  X^ ,  Xg ,  Xg ,  . .  .  X„  vorläufig  noch  unbestimmte  Functionen 
von  X  bezeichnen,  so  kommt  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in 
ihrer  Form  mit  der  rechten  Seite  von  2)  in  Uebereinstimmung,  wenn 
jeder  der  Coefficienten  X^ ,  Xg  u.  s.  f.  eine  ganze  rationale  Function 
von  X  vom  Grade  n—  1  darstellt ,  oder  die  Form 

a^-j-  aj^X-\-  a^X^  -\-  .  .  .  +  «„_! «"— ^ 

besitzt.  Durch  Addition  derjenigen  Glieder,  welche  gleiche  Poten- 
zen von  X  enthalten ,  entsteht  nämlich  in  diesem  Falle  eine  Gleich- 
ung, deren  Gestalt  vollständig  mit  Nr,  2)  übereinstimmt.  Soll  nun 
diese  Gleichung  den  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  Xr^r  ent- 
sprechen ,  so  muss  in  3)  für  x=^Xr  auch  y  =  yr  werden ,  welche  Be- 
dingung erfüllt  wird,  wenn  hierbei  die  Functionen  X^,  X2,  .  .  . 
Xr—\i  X,-+i ,  .  .  .  X„  in  Null  übergehen,  während  X;.  =  1  wird. 
Der  gestellten  Aufgabe  wird  daher  genügt,  wenn  der  beliebige 
Coefficient  Xr  die  Eigenschaft  besitzt ,  zu  Null  zu  werden ,  sobald  x 
einen  der  Werthe  a;^,  x^-,  .  .  .  Xr  —  \,  a;,--(-i,  .  .  .  Xn  erlangt,  da- 
gegen für  X  =  Xr  in  Eins  übergeht. 

Wird  mit  Einführung  einer  vorläufig  noch  unbestimmt  bleiben- 
den beständigen  Grösse  h 

Xr  =  'k  {X  —  X-^  {X  ■—  X^  .  .  .  {X  —  Xr-l)  {X  —  Xr^  i)  .   .   .  {x  —  Xn) 

gesetzt,  so  ist  den  beiden  Bedingungen  Genüge  geleistet,  dass  Xr 
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eine  ganze  rationale  Function  von  x  vom  Grade  n  —  1  darstellt  und 
sich  in  Null  verwandelt,  sobald  man  darin  das  x  eines  der  gegebenen 
Punkte,  mit  Ausnahme  von  Xr,  substituirt.  Es  erübrigt  noch,  den 
Factor  k  so  zu  bestimmen,  dass  X,.  =  1  wird,  wenn  man  x  =  x,- 
werden  lässt.   Hieraus  folgt : 

1  =  Ä-  (Xr  —  Ä'i)  {Xr  —  X^)...  {Xr  —  Xr—i)  (Xr  —  Xr^\)  .  .  .  (x,.  —  Xn)  , 

und  wenn  man  mit  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende  dividirt, 
so  entsteht  die  Formel: 

„    _      {X  —  X^  {X  —  X^...{X  —  Xr-\)  {X  —  X,-4.\)  .  .  .  {X—  X„) 

{Xr  —  X^  {Xr  —  X^)...  {Xr  —  Xr-l)  {Xr  —  X,j^\)  .  .  .  {x,.  —  X„)  ' 

wodurch  der  Werth  eines  der  gesuchten  Coefficienten  bestimmt  ist. 
Drückt  man  in  gleicher  Weise  auch  die  übrigen  Coefficienten  aus, 
indem  man  der  Eeihe  nach  r=  1,  2,  3,  .  .  .  w  setzt,  so  geht  die 
Gleichung  3)  über  in: 

_  {x  —  x.^)  {x  —  x.^)  {x  —  x^) .  .  .  (x  —  x„) 

^^  ^  '(x^—X2){x^  —  Xs){Xi  —  X^)  ...{X^  —Xn)  '  ^^ 
(X  —  Xj)  {X  —  X^)  {X  —  X^  .  .  .  (X  —  Xn) 
\^2  ~~  ^l)  \%       ^3/  (^2       ^4/  •  •  •  (^2  —  ^n) 

4)      <|       ,ix-^ x^)  {x  —  x.^  {x  —  a;J  . .  .{x  —  Xn) 


+ 

ix  —  X^  {X  —  X2)  {X  —  X^)  .  .  .  (x  —  Xn—]) 


Vn- 


[Xn       ^i)  \Xn       X2)  (Xn       -^sj  •  •  •  \Xn       X^ — ]  j 

Durch  Ausführung  der  Multiplicationen  kann  in  jedem  speciellen 
Falle  diese  Gleichung  auf  die  Form  von  Nr.  2)  zurückgeführt  wer- 
den. Soll  z.  B.  die  Gleichung  einer  parabolischen  Curve  zweiten 
Grades*  gesucht  werden,  in  welcher  zu  den  Abscissen  ic^  := — 1, 
ajg  =  +  1 ,  0:3  =  4-  2  der  Reihe  nach  die  Ordinaten  ^/^  ==  +  6, 
2/2  =-"  +  2 ,  ^3  ==  +  3  gehören ,  so  folgt  aus  4) : 


*  Die  parabolische  Curve  zweiten  Grades  ist  eine  Parabel,  deren 
Achse  parallel  zur  ?/- Achse  läuft  und  für  welche  die  a;  Achse  mit  der 
Tangente  des  iu  der  2/ -  Achse  gelegenen  Peripheriepunktes  gleiche  Rich- 
tung hat.    Man  bemerkt  dies,  wenn  man  die  Gleichung 

auf  die  Form 
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{x-l){x-2)  {x+l)(x-2)    ^     ix-^l)ix-l) 

y     (_l_l)(_l_2)-"'^(l  +  l)(l_2)-^"*"(2  +  l)(2-T)      ' 
und  hieraus  findet  sich  nach  gehöriger  ßeduction : 
y  =  x^  —  2  X  -\-  3. 

Die  Formel  4)  ist  insofern  von  besonderer  Wichtigkeit,  als  sie, 
abgesehen  von  ihrer  Bedeutung  für  die  Theorie  der  parabolischen 
Curven ,  die  Lösung  der  algebraischen  Aufgabe  enthält ,  eine  ganze 
rationale  Function  von  x  zu  finden ,  deren  Werthe  für  m  bestimmte 
Grössen  von  x  bekannt  sind.  Sie  führt  bei  Anwendung  zu  diesem 
Zwecke  den  Namen  der  Interpolatiousf ormel  von  Lagrange. 


§39. 
Die  Parabelevolute. 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  eine  ganze 
Gruppe  von  Linien  höherer  Grade  betrachtet  haben ,  gehen  wir  jetzt 
dazu  über,  die  Gleichungen  einiger  besonderen  häufiger  vorkommen- 
den Curven  aus  gegebenen  Entstehungsgesetzen  zu  entwickeln.  Es 
sollen  dabei  solche  Beispiele  betrachtet  werden,  welche  sich  in  ein- 
facher Weise  an  die  Theorie  der  Linien  zweiten  Grades  anschliessen. 

Der  geometrische  Ort  aller  Krümmungsmittelpunkte  einer  ge- 
gebenen Curve  wird  die  Evolute  dieser  Linie  genannt ;  die  ursprüng- 
liche Curve  selbst  führt  in  ihrer  Beziehung  zur  Evolute  den  Namen 
Evolvente.  Was  im  Allgemeinen  den  Weg  betrifft,  auf  welchem 
die  Gleichung  einer  Evolute  gefunden  werden  kann ,  so  müssen  zu- 
vor die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  xy  als  Functionen 
des  zugehörigen  Punktes  Xj^y^^  der  Evolvente  gegeben  sein.  Man  hat 
in  diesem  Falle  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

x  =  cp{x^,y^),      2/ =  ^  (»1 ,  2/i). 


bringt.     Setzt  man  nachher  mit  Verschiebung  des  Coordinateuanfanges 
und  Vertatischung  der  Achsen 


so  entsteht: 


'"  +  Ä  =  '''        "-^o  +  ^^s. 


'''=Ä 


d.  i.  eine  Gleichung  von  der  in  §  17  Nr.  6)  besprocheueu  Form. 
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Wird  hierzu  die  Bedingung  gefügt,  dass  der  Pimkt  x^^p-^  auf  der 
Evolvente  liegen  soll,  deren  Gleichung 

sein  mag,  so  liegen  drei  Gleichiingen  vor,  aiis  denen  die  Coordi- 
naten  des  besonderen  Curvenpunktes  ajj^/j^  zu  eliminireu  sind.  Es 
bleibt  dann  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  übrig,  die  sich,  unab- 
hängig von  der  Lage  des  Punktes  x^  y^ ,  auf  alle  Krümmungsmittel-  ■ 
punkte  der  gegebenen  Curve  bezieht ;  dieselbe  ist  also  die  Gleichung 
der  gesuchten  Evolute.  —  Zur  Anwendung  dieser  Theorie  stellen 
wir  uns  die  Aufgabe ,  die  Gleichung  und  aus  dieser  die  Gestalt  der 
Parabelevolute  zu  ermitteln. 

Wird  die  Achse  der  Parabel-  zur  a;- Achse  und  ihre  Scheitel- 
tangente zur  2/  -Achse  genommen,  so  gelten  nach  §  18  Nr.  9)  und  10) 
für  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpuuktes  die  Gleichungen: 

11 
x^p-\-?>x^,       2/  =  — 4-, 

wobei  der  Punkt  x^y^  als  ParabeliDunkt  noch  der  Gleichung 

y^^  =  2px^ 

zu  genügen  hat.  Berechnet  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen 
x^  und  2/i ,  imd  substituirt  diese  Werthe  in  der  letzten  Gleichung, 
so  entsteht: 


(^r7-,)^=2,(--=l^) 


und  hieraus  nach  gehöriger  Reduction : 

Die  Parabelevolute  ist  hiernach  eine  Linie  dritten  Grades.  Was  ihre 
Gestalt  betrifft,  so  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  in  der  Gleich- 
ung 1)  die  Ordinate  niu'  in  der  zweiten  Potenz  vorkommt,  die  Sym- 
metrie der  Curve  in  Beziehung  auf  die  Parabelachse.  Dabei  wird  y 
für  X  <^p  imaginär,  für  a?  =j)  ist  ?/  =  0,  für  x  "^ p  dagegen  besitzt 
y  immer  zwei  reelle  Werthe ,  deren  absolute  Grösse  gleichzeitig  mit 
x  ins  Unendliche  wächst.  Einfacher  noch  als  aus  Nr.  1)  lassen  sich 
die  Eigenschaften  unserer  Curve  übersehen,  wenn  mau  durch  pa- 
rallele Yerschiebimg  der  y  -  Achse  den  Coordinatenanfang  in  den  der 
X   Achse  angehörenden  Peripheriepunkt  verlegt,  welcher  x=ip  und 
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2/  =  0  zu  Coordinaten  bat*.  Bezeichnet  man  die  neuen  Coordinaten 
mit  X  und  y  ,  so  ist  nach  §  2  Nr.  1)  und  2) 

x^x'^rV,       y  =  y' 

zu  setzen.    Wird  nun  au.sserdem  noch  die  Abkürzung 

2)  h^S'p 
eingeführt,  so  geht  die  Gleichung  der  Evolute  in 

3)  Tiy'^^  =  x'^ 

über.    Diese  Form  der  Gleichung  zeigt  sofort ,  dass  von  x'  =  0  an 
die  absoluten  Werthe  von  y  gle'ichzeitig  mit  den  x\  aber  in  einem 
jij„   53  stärkeren  Verhältnisse  als  diese  wachsen.    Die 

Evolute  erhält  hierdurch  die  Gestalt  der  Curve 
POP'  (Fig.  53),  für  welche  PAP'  die  zuge- 
hörige Parabel  darstellt.  Da  in  letzterer,  im 
Gegensatze  zu  ihrer  Evolute,  die  Ordinaten 
langsamer  als  die  Abscissen  wachsen,  so 
schneiden  sich  die  beiden  Linien  zu  beiden 
Seiten  der  x  -  Achse  in  zwei  Punkten  P  und  P'. 
Für  diese  Punkte  gelten  die  Gleichungen  bei- 
der Curven ,  also ,  wenn  wir  zu  den  auf  den  Coordinatenanfang  Ä 
bezogenen  Gleichungen  zurückkehren, 

y  —  ^F^i     y  —  T7  5 

woraus  für  die  x  gemeinschaftlicher  Punkte  die  Gleichung 

{x  —  pf  =  Y  P^  ^ 
hervorgeht.  Diese  Gleichung  hat  zwar  lauter  reelle  Wurzeln,  nämlich 

die  beiden  letzten  sind  aber  in  unserem  Falle  deshalb  unzulässig, 
weil  zu  ihnen  in  beiden  Curven  imaginäre  2/  gehören.  Es  bleibt  daher 
nur  J.ili"=4^  =  4^0.    ^ 

Soll  die  Parabelevolute  imabhängig  von  ihrer  Evolvente  dar- 
gestellt werden ,  so  eignet  sich  hierzii  am  besten  die  Einführung  von 
Polarcoordinaten.  Nehmen  wir  nämlich  0  zum  Pol  und  OX  zur 
Polarachse ,  so  folgt  aus  Nr.  3) 


*  Es  ist    dies    der  Krümmungsmittelpunkt   für    den  Scheitel    der 
Parabel. 
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4)  Ti  r^  sin^  (p  =  r^  cos^  (p 
und  hieraus 

5)  r='k  tan^  (p  seccp, 

wonacli  die  Leitstrahlen  der  einzelnen  Punkte  leicht  construirt  wer- 
den können.  * 

Mit  Rücksicht  auf  die  Form  der  Gleichung  3)  kann  die  Parabel- 
evolute einer  Classe  von  Linien  höherer  Grade  untergeordnet  wer- 
den, in  welcher  man  alle  diejenigen  Curven  zusammenfasst ,  deren 
Gleichung  auf  die  'Form,  y"'  =  px^  gebracht  werden  kann.  Man 
nennt  solche  Linien  Parabeln  höherer  Art,  und  die  jetzt  unter- 
suchte Curve  insbesondere  Neilische**  oder  semicu bische  Pa- 
rabel. 

Es  bleibt  dem  Leser  überlassen,  auf  demselben  Wege  wie  für 
die  Parabel  auch  die  Gleichungen  der  Evoluten  für  Ellipse  und  Hy- 
perbel aufzusuchen  und  dieselben  mit  der  Gestalt  der  Curven,  welche 
leicht  auf  coustructivem  "Wege  durch  Darstellung  von  Krümmungs- 
mittelpunkten gefunden  werden  kann,  in  Vergleichung  zubringen. 

§  40. 
Fusspunktcurven. 

Wenn  man  von  einem  festen  Punkte  aus  auf  die  Tangenten 
einer  gegebenen  Curve  Senkrechte  errichtet,  also  diesen  Punkt  auf 
die  Tangenten  projicirt,  so  liegen  die  Projectionen  oder  die  Fuss- 
punkte  der  gefällten  Perpendikel  auf  einer  neuen  Linie ,  der  man  den 
Namen  Fusspuuktcurve  giebt.  Der  aus  dem  Mittelpunkte  der 
Ellipse  mit  einem  der  grossen  Halbachse  gleichen  Radius  beschrie- 


*  Mau  darf  nicht  übersehen ,  dass  beim  Uebergange  von  der  Gleich- 
ung 4)  zu  5)  strenggenommen  zwei  in  der  Gleichung  r^  =  0  enthaltene 
Wurzeln  in  Wegfall  gekommen  sind.  Es  zeigt  sich  dies,  wenn  mau 
Nr.  4)  in  der  Form 

r-  yV  cos^  qp  —  Ji  sin-  qp)  =  0 

schreibt,  wovon  in  der  Gleichung  5)  nur  der  zweite  Factor  übrig  ge- 
blieben ist.  Jede  durch  0  gehende  Gerade  hat  daher  strenggenommen 
drei  Punkte  mit  der  Cuj-ve  gemein,  von  denen  zwei  in  0  zusammen- 
fallen. 

**  Nach  einem  englischen  Mathematiker,  Namens  William  Neil. 
—  Die  den  Kegelschnitten  angehörende  Parabel  zweiten  Grades  erhält, 
wo  Verwechselung  vermieden  werden  soll,  den  Namen:  gemeine  oder 
Apollonische  Parabel. 

Anal.  Greoci.   I.  .  j^5 
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bene  Kreis  und  der  Hauptkreis  der  Hyperbel ,  die  für  die  Parabel  in 
die  geradlinige  Scbeiteltangente  übergeben,  sind  Beispiele  solcher 
Fusspunktlinien  für  die  in  einer  Linie  zweiten  Grades  aus  einem 
Brennj)unkte  gefällten  Perpendikel.  Wir  wollen  zu  diesen  bereits 
bekannten  Beispielen  noch  ein  Paar  neue  auf  die  Linien  zweiten 
Grades  bezügliche  hinzufügen 

Was  im  Allgemeinen  die  Methode  betrifft ,  mittelst  welcher  die 
Gleichung  einer  Fusspunktcurve  gewonnen  wird,  so  ist  sie  ganz 
ähnlich  der  bei  Aufsuchung  der  Evolutengleichung  angewendeten. 
Die  Gleichungen  der  Tangente  im  Curvenpunkte  iCj^^/i  '^^^  der  vom 
festen  Punkte  darau.f  gefällten  Senkrechten  bilden  für  den  Fusspunkt 
xy  zwei  Gleichungen ,  welche  mit  der  für  x^  und  ^/^  geltenden  Cu.r- 
vengleichung  zu  verbinden  sind ,  um  nach  Elimination  von  ajj^  und  ?/j^ 
eine  nur  noch  x  und  y  enthaltende ,  auf  sämmtliche  Fusspunkte  be- 
zügliche Gleichung  übrig  zu  lassen.  Dieselbe  ist  die  Gleichung  der 
gesuchten  Fusspunktcurve. 

I.  Die  gegebene  Curve  sei  eine  Parabel,  aus  deren  Scheitel 
die  Senkrechten  gefällt  werden. 

Wählen  wir  wieder  die.  Achse  der  Parabel  und  ihre  Scheitel- 
tangente zur  X-  und  «/- Achse  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems ,  so  lautet  nach  §  16  Nr.  1 1)  die  Gleichung  der  Tangente 
im  Parabelpunkte  X-^y^: 

y^y^pix  +  x^), 

und  für  die  aus  dem  Scheitel  darauf  gefällte  Senkrechte  ergiebt  sich 
nach  Nr.  6)  in  §  6 : 

^  P  ■ 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

y,  =  -'i<    %= — r^- 

Werden  diese  Werthe  in  die  Parabelgleichung 

y^^  =  2px^ 

eingesetzt,  so  erhält  man  bei  einfacher  Umgestaltung  die  für  alle 
Fusspunkte  geltende  Gleichung: 

1)  ^y2^_2xix'  +  y% 

Die  gesuchte  Curve  ist  hiernach  eine  Linie  dritten  Grades ,  welche 
eine  zur  ic- Achse  symmetrische  Form  besitzt;  dabei  liegt  sie  voll- 
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ständig  auf  der  Seite  der  negativen  x.  Mit  Eücksiclit  auf  die  letzte 
Eigenschaft  ist  es  bequemer,  wenn  beide  Seiten  der  aj- Achse  so 
unter  sich  vertauscht  werden ,  dass  die  positiven  x  auf  dieselbe  Seite 
der  ?/- Achse  zu  liegen  kommen ,  auf  welcher  sich  die  Curve  befindet. 
Dabei  geht  x  m  —  x  über.   Wenn  wir  ausserdem  noch  die  Constante 

2)  f^l 

d.  i.  nach  §  14  Nr.  1)  den  Abstand  des  Parabelscheitels  vom  Brenn- 
punkte oder  von  der  Directrix  einführen,  so  verwandelt  sich  die 
Gleichung  1)  in 

3)  fy^=--x{x^  +  i/), 

und  hieraus  ergiebt  sich ,  wenn  auf  y  reducirt  wird , 

4)  ^f  = 


f-x 

Man  sieht  aus  diesem  Ausdrucke ,  dass  y  nur  so  lange  reelle  Werthe 
erhält,  als  x  zwischen  den  Grenzen  0  imd  /"enthalten  ist;  die  Curve 
liegt  also  gänzlich  innerhalb  des  von  der  Scheiteltangente  und  der 
Directrix  der  Parabel  begrenzten  Flächenstreifens.  Innerhalb  dieses 
Raumes  wachsen  die  y  von  0  bis  go. 

Die  Grösse  f  —  a?  in  Nr.  4)  stellt  den  Abstand  eines  Curven- 
punktes  von  der  Directrix  dar.  Wird  auf  diesen  Ausdruck  reducirt, 
so  folgt 

/■         -^ 

ein  Werth,  welcher  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann, 
da  X  die  Grenze  f  nicht  überschreitet ,  während  y  ins  Unendliche 
wächst.   Die  Directrix  ist  hiernach  Asymptote  der  Curve. 
Gehen  wir  mittelst  der  Substitutionen 

yz=r  sin  (p,       x  =  r  cosq),       x^  -\- y^  ■=  r^ 

von  Nr.  3)  zu  Polarcoordinaten  über,  so  entsteht  die  Polargleichung 

5)  r  =  fsin  g)  tan  cp  "*, 

welche  zu  einer  höchst  einfachen  Construction  der  in  ßede  stehenden 
Curve  hinführt.   Wird  nämlich  in  Fig.  54,  wo  0  den  Parabelscheitel 


*  Hierbei  sind  ebenso  wie  in  der  Polargleichung  der  Neilisclien 
Parabel  zwei  aus  der  Gleichung  r^  =  0  hervorgehende  Wurzeln  abge- 
worfen worden. 

15* 


228 


Cap.  IX.  —  §  40.  Fussx3unktcurveü. 


Fig.  54. 


imd  DN  die  Directrix  darstellt,  über  dem  Durchmesser  OÄ  =  fein. 
Kreis  gezogen,  so  ist,  wenn  L  AOF  =  q)  gesetzt  wird, 

ÄM=fsin(p, 
folglich,  dsiLMÄN=LÄOP, 

MN=^  AMtanq)  =  fsinq)tancp, 

und  hiernach  mit  Rücksicht  auf  Nr.  5) ,  wenn  P 
einen  Curvenpunkt  darstellt,  MN=  OP^  also 
auch  PN=^  OM.  Man  wird  leicht  bemerken,  wie 
mit  Benutzung  dieser  Eigenschaft  beliebig  viele 
Punkte  der  Curve  gewonnen  werden  können. 

Die  durch  die  Gleichungen  1) ,  3) ,  4)  und  5) 
repräsentirte  Linie  führt  den  ISTamen  Cissoide. 

II.  Soll  die  Pusspunktcurve  der  El- 
lipse für  die  aus  dem  Mittelpunkte  ge- 
fällten Per  pendikel  gesiicht  werden,  so  gelten 

für   den  Fusspimkt  xy   und    den   zugehörigen  Ellipsenpunkt  x^y^ 

(vgl.  §21  Nr.  11)  die  drei  Gleichungen: 


x^x     y^y 


=  1,     2/  = 


+  (| 


1. 


Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt; 
00-1  et  tX/  2/i 


hy 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  dritte  Gleichung  ein ,  so  erhält  man 
für  die  Pusspunktcurve: 

o?x^  -\-  h^y^ 


6) 


=  1, 


{x^  +  f^f 
oder  nach  Eeduction  auf  den  Nenner : 

7)  {x^-\-y^f  =  a^x^  +  'bHf. 

Der  Umstand,  dass  diese  Gleichung  nur  gerade  Potenzen  von  x  und  y 
enthält,  wonach  sich  zu  jedem  Werthe  der  einen  Coordinate  gleiche, 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehene  Werthe  der  andern  er- 
geben, zeigt,  dass  die  gesuchte  Curve  gegen  beide  Achsen  sym- 
metrisch liegt,  eine  Eigenschaft ,  die  auch  sofort  aus  der  Entstehung 
der  Linie  abgeleitet  werden  kann.  Die  Curve  selbst  ist  eine  Linie 
vierten  Grades. 
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Um  die  Form  der  Linie  bequemer  ermitteln  zu  können ,  setzen 
wir  die  Gleichung  7)  in  Polarcoordinaten  um.  Dann  entsteht  die 
Gleichung : 

8)  r*  =  c?r^  cos^  qo  +  &^  t'^  sin^  cp , 
welche  in  die  beiden  Gleichungen 

r^  ^:  0 ,       r^  =  a^  cos^  «P  +  &^  sbv^  cp 

zerlegt  werden  kann.  Die  erste  bezeichnet  den  Mittelpunkt  der  El- 
lipse als  einzelnen  ebenfalls  durch  die  Gleichungen  7)  und  8)  dar- 
gestellten Punkt ;  diese  Lösung  ist  aber  offenbar  der  vorliegenden 
geometrischen  Aufgabe  fremd ,  da  keine  Ellipsentaugente  durch  den 
Mittelpunkt  gehen  kann;  für  unsere  Zwecke  bleibt  also  nur  die 
Gleichung : 

9)  r^  =  a^  cos^  <P  +  &^  sin^  (p. 

Wird  hierin  mit  Benutzung  der  bekannten  Relation  a^  =  ft^  -j-  c^ 
[vergl.  §  14  Nr.  9)]  die  lineare  Excentricität  c  eingeführt ,  so  ergiebt 
sich  die  Gleichung : 

10)  r^  ==  ä^  —  c^  shi^  cp , 

der  man  auch ,  wenn  mittelst  der  Formel  c  =  sa  [§14  Nr.  8)]  die 
numerische  Excentricität  s  substituirt  wird,  die  Form 

11)  r^  =  aP  (1  —  £^  sin^  cp) 

geben  kann.  Aus  Nr.  10)  ergiebt  sich  folgende  einfache  Construc- 
tion  der  Curve :  Man  lege  durch  einen  Brßnnpunkt  der  Ellipse  eine 
beliebige  Gerade  und  fälle  aus  den  Punkten,  worin  sie  den  umge- 
schriebenen Kreis  der  Ellipse  schneidet,  Senkrechte  auf  den  zu  der 
gewählten  Geraden  parallelen  Durchmesser  dieses  Kreises ;  die  Ein- 
fallspunkte dieser  Senkrechten  sind  Punkte  der  Fusspunktcurve.  Es 
können  nämlich  hierbei  in  Uebereinstimmung  mit  Nr.  10)  die  auf 
einander  senkrechten  Längen  r  und  c  sin  cp  als  Katheten  eines  recht- 
winkligen Dreieckes  angesehen  werden,  dessen  Hypotenuse  gleich 
a  ist. 

Um  zunächst  die  Fusspunktcurve  mit  der  Ellipse  selbst  in  Ver- 
gleich zu  bringen ,  soll  in  10)  rechter  Hand  mit  a^  —  c^  cos^  cp  mul- 
tiplicü't  und  dividirt  werden.  Nach  einigen  Reductionen  entsteht 
hierbei  mit  Benutzung  der  gegenseitigen  Abhängigkeit  von  a,  h 
und  c  das  Resultat: 

a^  b^  ^-  c*  sin^  cp  cos^  cp 


r-  = 


c^  cos^  cp 
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Halten  wir  diese  Gleichung  mit  der  für  dieselbe  Lage  des  Coordi- 
natensystems  geltenden  Gleichung  der  Ellipse  in  Polarcoordinaten 
zusammett,  welche  nach  §  20  Nr.  4) 


r-  = 


a^  —  (?  cos^  <p 


lautet,  so  bestätigt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  aus  der  Lage  der 
Ellipsentangenten  ersichtliche  Eigenschaft,  dass  beide  Curven  in 
den  Achselscheiteln  zusammenfallen,  dass  aber  in  allen  anderen 
Punkten  die  Fusspunktcurve  ausserhalb  der  Ellipse  gelegen  ist. 

Zum  Zwecke  der  weiteren  Untersuchung  der  Gestalt  reicht  es 
aus ,  wenn  wir  uns  auf  spitze  Werthe  von  (p  beschränken,  weil  durch 
diese  Werthe  einer  der  vier  mit  einander  congruenten  Quadranten 
der  Fusspunktcurve  vollständig  umfasst  wird.  Aus  den  Gleichungen 
10)  und  11)  ist  dann  zu  erkennen,  dass  r  abnimmt,  während  go 
wächst,  dass  also  wie  in  der  Ellipse  die  beiden  Halbachsen  den 
grössten  und  kleinsten  Halbmesser  darstellen.  Dabei  können  aber 
zwei  wesentlich  verschiedene  Formen  eintreten ,  die  sich  aus  den 
Grössen  der  Ordinaten  ergeben.  Wird  nämlich  mittelst  der  Formel 
rsinq)  =  y  die  Gleichung  11)  in 

12)  .  2/^  =  ^  \fsin^  cp  {\  —  i.^  sin^  cp)\ 

umgestaltet,  so  zeigt  sich ,  dass  unter  der  Voraussetzung  positiver  y, 
die  für  spitze  Werthe  von  qp  allein  zulässig  sind,  y  wächst  oder  ab- 
nimmt, je  nachdem  das  Eine  oder  das  Andere  mit  dem  Producte 

£^  sin^  cp  (1  —  £^  sin^  cp) 

stattfindet.  Da  die  beiden  Factoren  dieses  Productes  eine  unver- 
änderliche Summe  geben,  so  folgt  aus  einem  bekannten  arithmeti- 
schen Satze ,  dass  der  Werth  des  Productes  von  qp  =  0  an  wächst, 
bis  beide  Factoren  gleich  geworden  sind ,  worauf  wieder  Abnahme 
erfolgt.    Der  grösste  Werth  tritt  demnach  ein,  sobald  die  Eelation 

1  —  £^  s'm^  qp  =  £^  sin^  cp 
Geltung  hat.    Dies  giebt,  wenn  wir  den  zugehörigen  Polarwinkel 
mit  q>m  bezeichnen, 

13)  sin(p.,„  =  — ;=. 

Aus  dieser  Formel  folgt  ein  unmöglicher  Werth  von  qp„,,  so  lange 
£  <;  //^;  für  £  =y^  ist  qp  —  90 '^.    In  beiden  Fällen  wächst  also  y 
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fortwährend  von  qo  =  0  bis  qo  =  90^,  so  dass  die  grösste  Ordinate 
des  Quadranten  nnd  hiermit  die  grösste  Ordinate  überhaupt  mit  der 
kleinen  Halbachse  der  Ellipse  zusammenfällt.  Die  Curve  hat  hier- 
bei eine  Form ,  die  mit  der  Ellipse  selbst  grosse  Aehnlichkeit  besitzt. 
Ist  dagegen  e  <^  //-^,  so  gehört  die  grösste  Ordinate  zu  einem  inner- 
halb der  Grenzen  0  und  90°  gelegenen  Werthe  des  Winkels  qp,  so  dass, 
wenn  man  von  dem  Scheitel,  in  welchem  cp^=0  ist,  ausgeht,  die  Ordi- 
naten  anfänglich  wachsen,  um  nach-  -r,-      g. 

her  wieder  abzunehmen.  Die  Fuss- 
punktcurve  erhält  hierbei  die  Gestalt 
von  Fig.  55,  worin  ÄA'  und  BB'  die 
Achsen  der  dazu  gehörenden  Ellipse 
darstellen;  sie  erscheint  an  den  Schei- 
teln der  kleinen  Achse,  bei  B  und  B' 
eingedrückt,   und  zwar  um  so  mehr, 

je  grösser  s  wird,  oder  je  kleiner  die  kleine  Achse  im  Yerhältniss 
zur  grossen  ist.  Für  die  Länge  der  grössten  Ordinate ,  die  pm  heissen 
mag,  erhält  man  aus  12)  und  13) 

a 

Das  zugehörige  x  kann  aus  der  Gleichung  7)  oder  auch  aus  der  Re- 
lation x  =  r  cos  (p  in  Verbindung  mit  Nr.  10)  und  1 3)  berechnet 
werden. 

III.  Die  Gleichung  der  Fusspunktcurve  einer  Hyperbel 
für  die  aus  dem  Mittelpunkte  gefällten  Senkrechten  er- 
giebt  sich  mit  Eücksicht  auf  die  bekannte  Beziehung ,  welche  zwi- 
schen der  Ellipsen-  und  Hyperbelgleichung  stattfindet ,  wenn  man  in 
Nr.  7)  h^  mit  —  &^  vertauscht.   Die  Gleichung  lautet  folglich : 

14)  {x^  +  /)2  ^a^x^-h'^tf, 

wonach  die  Fusspunktcurve  wieder  dem  vierten  Grade  angehört  und 
gegen  beide  Achsen  symmetrisch  gelegen  ist. 

Beim  Uebergange  zuPolarcoordinaten  erhält  man  aus  14)  oder 
auch  sogleich  aus  9)  die  Gleichung: 

15)  r^  =  c?  cos^  (p  —  h^  sin^  (p , 

welche ,  wenn  mittelst  der  Relation  c^=.a^  -\-  Iß  [§  14  Nr.  1 5)]  und 
c=^  ea  die  lineare  und  numerische  Escentricität  eingeführt  wird, 
zeigt,  dass  die  Gleichungen  10)  und  11)  auch  für  die  Fusspunktcurve 
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der  Hyperbel  Anwendung  finden.  Mit  ISTr.  10)  behält  aucb  die  da- 
von abgeleitete  Construction  Geltung,  sobald  man  den  umgeschrie- 
benen Kreis  der  Ellipse  mit  dem  Hauptkreise  der  Hyperbel  vertauscht. 
Was  die  Gestalt  der  Linie  anlangt ,  so  folgt  aus  15) ,  dass  reelle  r 
nur  möglich  sind,  so  lange  der  Bedingung 

Genüge  geleistet  wird.  Die  Curve  ist  hiernach  zu  beiden  Seiten  der 
a;- Achse  zwischen  zwei  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden 
eingeschlossen,  welche  eine  gegen  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
senkrechte  Lage  haben.  Im  Falle  der  gleichseitigen  Hyperbel  sind 
diese  beiden  Geraden  mit  den  Asymptoten  identisch.  Ferner  lässt 
die  Gleichung  11)  erkennen,  dass  unter  Voraussetzung  spitzer 
Werthe  von  w  der  Leitstrahl  r  von  a  bis-0  abnimmt,  während  cp 
von  0  bis  zu  einem  Werthe  qOq  wächst ,  für  welchen 

1  a 

sin  q>Q=  —  ,      tan  qpQ  =  — 

ist.  Eücksichtlich  der  Ordinaten  folgt  wieder  aus  der  zur  Formel  12) 
angestellten  Betrachtung ,  dass  sie  vom  Scheitel  der  Hauptachse  aus 
gerechnet  anfänglich  wachsen ,  bis  cp  den  in  Nr.  13)  gegebenen  Werth 
jij„_  5g  erlangt  hat ,  um  nachher  wieder  bis 

o  zu  Null  hin  abzunehmen.  Aus  allen 

diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 
für  die  Curve  eine  schleifenähnliche 
Gestalt,  wie  sie  in  Fig.  56  für  den 
speciellen  Fall  dargestellt  ist,   wo 
die  Fusspunkte  ihre  Entstehung  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ver- 
danken.   Eine  Curve  dieser  besonderen  Art  führt  den  Namen  Lem- 
niscate. 

Für  die  Gleichung  der  Lemniscate  erhält  man  aus  14),  wenn 
a  =  &  gesetzt  wird , 

16)  ■  (^2_}_^2y2_^2^^2_^2). 

auf  gleichem  Wege  entsteht  aus  15)  für  Polarcoordinaten  die  leicht 
construirbare  Gleichung : 

17)  r"^  =  a^  cos2cp. 

Die   Lemniscate  besitzt  die  merkwürdige  Eigenschaft,   dass, 
wenn  man  in  der  Achse  AÄ  zu  beiden  Seiten  des  Mittelpunktes 
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zwei  feste  Punkte  F  nnd  F'  in  dem  Abstände  OF=OF'  =  ay  \ 
annimmt,  für  jeden  beliebigen  Peripheriepunkt  das  Prodnct  PF .  PF 
der  beständigen  Grösse  \a^  gleich  ist.    Ans  den  Formeln 


PF^  =  {x-a-l/lY  +  tf 

PF^={x  +  ay^f^^f 

folgt  nämlich  durch  Mnltiplication    nach   einigen  Umgestaltungen 


PF'  .  PF'-^  =  (^2  _|_  yiy  _  ^2  ^^2  _  ^2)  _^  I  ^4  ^ 

und  hieraus  mit  Eücksicht  auf  Nr.  1 6) 


PFKPF''^  =  \a^, 

worin  die  angegebene  Eigenschaft  ausgedrückt  ist.  Die  Lemniscate 
bildet  hiernach  einen  besonderen  Fall  einer  Linie ,  in  welcher  über- 
haupt das  Product  PF .  PF'  eine  beliebige  constante  Grösse  c^  be- 
sitzt. Um  auch  für  diesen  allgemeineren  Fall  die  Gleichung  zu  ent- 
wickeln, behalten  wir  die  vorher  angewendeten  Coordinatenachsen 
bei  und  setzen  0F=  OF'  =  e.    Dann  ist 


PF^  ={x-  e)2  +  2/2 

PF'2=(ic  +  e)2  +  /, 
woraus  mittelst  der  vorgelegten  Bedingung  die  Gleichung 

[{x-ef^if][{x  +  ef  +  y^]  =  (f 

hervorgeht.    Nach  einfacher  Umformung  folgt  hieraus : 

18)  {X^  +  2/2)2  _  2  gä  (^2  _  ^2)  =(f-  e\ 

Die  durch  diese  Gleichung  repräsentirte  Curve  vierten  Grades  hat 

den  Namen  der  Cassinischen  Linie  erhalten.*    Sie  zeichnet  sich 

durch  eine  mit  der  gegenseitigen  Grösse  von  e  und  q  mannichfach 

wechselnde  Formverschiedenheit  aus.    Bedienen  wir  uns  der  Abkür- 

e 
zung  — ^  =  f,  so  stellt  die  Cassinische  Linie  einen  Kreis  dar,  wenn 
q 

E  =  0  ist ;  sie  erhält  eine  der  Ellipse  ähnliche  Gestalt  für  den  Fall 

y  ^  ^  £  ^  0 ,  erlangt  eine  eingedrückte  Form  nach  Art  von  Fig.  55, 

wenn  £  zwischen  den  Grenzen  y^  und  1  liegt ,  geht  für  £  =  1  in  die 

Lemniscate  über ,  trennt  sich  dann ,  wenn  s  den  Werth  Eins  über- 


*  Nach  dem  bekannten  Astronomen  Dominique  Cassini,  der 
diese  Linie  benutzte,  um  von  ihr  eine,  übrigens  irrthümliche ,  Anwendung 
auf  die  Theorie  der  Mondbewegung  zu  machen. 
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schreitet,  in  zwei  die  Punkte  F  und  F'  umgebende  geschlossene 
Curven  und  schwindet  endlich  in  diese  Punkte  selbst  zusammen, 
wenn  £  unendlich  geworden  ist. 


§41. 
Die  Tangenten  algebraischer  Curven. 

Eine  der  wichtigsten  Fragen  bei  Untersuchung  einer  krummen 
Linie  ist  die  Frage  nach  der  Eichtung  ihrer  Tangenten,  indem  hier- 
durch die  Bewegungärichtung  des  die  Curve  beschreibenden  Punktes 
in  seinen  verschiedenen  Lagen  bestimmt  wird.  Das  zu  diesem  Zwecke 
bei  Betrachtung  der  Linien  zweiten  Grades  benutzte  Verfahren  redu- 
cirt  sich  schliesslich  auf  die  Ermittelung  der  gleichen  Wurzeln  einer 
quadratischen  Gleichung ;  eine  erweiterte  Anwendung  derselben  Me- 
thode auf  Untersuchung  der  Linien  höherer  Grade  würde  zu  der  Auf- 
gabe führen ,  die  zweifachen  Wurzeln  einer  höheren  Gleichung  aus- 
findig zu  machen.  Da  die  Lösung  dieser  Aufgabe  bei  Beschränkung 
auf  die  Hülfsmittel  der  Elementarmathematik  nicht  frei  von  Schwie- 
rigkeiten ist,  so  soll  hier  ein  anderer  Weg  eingeschlagen  werden, 
anf  dem  wir  zu  allgemeineren  Eesultaten  gelangen.  Wir  schicken 
dazu  folgende,  für  alle  Curven  geltende  Erörterungen  voraus. 

Es  sei  die  Gleichung  irgend  einer  krummen  Linie  in  der  Form 

1)  F{x,y)  =  0 

gegeben  und  die  Aufgabe  gestellt ,  an  diese  Curve  im  Peripherie- 
punkte x^y^  eine  Tangente  zu  legen.  Verbinden  wir  zunächst  diesen 
Puökt  mit  einem  zweiten  Punkte  x^y^,  der  nämlichen  Linie,  so  gilt 
nach  §  5  Nr.  9)  für  die  Eichtungsconstante  M  der  die  beiden  Punkte 
enthaltenden  Secante  die  Formel 


2)  M= 


Vi-y^ 


1  2 

welche  durch  Combination  mit  den  aus  1)  folgenden  Gleichungen 

3)  F{x,,y,)  =  Q,         F{x,,y,)  =  0 

so  umgestaltet  werden  kann ,  dass  sie  nur  noch  zulässig  bleibt ,  wenn 
beide  Punkte  auf  der  gegebenen  Curve  liegen.  Denkt  man  sich  hier- 
auf den  Punkt  x.2  y^  nach  x^^  y^  hin  bewegt ,  so  dreht  sich  die  Secante 
um  den  letzteren  und  geht  endlich  in  eine  Tangente  über,  wenn 
Äjg  =  fljj^  und  2/2  =  2/i  geworden  ist.    Zu  diesen  bestimmten  Special- 
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werthen  von  Xc,  Tind  y^  muss  ein  bestimmter  Wertb  von  M.  geboren, 

der  zwar  aus  Nr.  2)  allein  in  der  unbestimmten  Form  -=-  erscheint, 

weil  ohne  Hinzutreten  der  Gleichungen  3)  die  Aufgabe  darauf  hin- 
auskommen würde,  die  Richtung  einer  beliebigen  durch  einen 
Punkt  gelegten  Geraden  zu  ermitteln ,  der  aber  bei  zweckdienlicher 
Benutzung  dieser  Gleichungen  irgend  eine  angebbare  Grösse  erlangt, 
die  wir  mit  JS^  bezeichnen  wollen.  iV  ist  dann  die  Richtungsconstante 
der  durch  den  Punkt  x^y.^  gehenden  Tangente,  und  die  Gleichung 
dieser  Geraden  lautet  nach  §  5  Nr.  7) 

4)  2/  — ^i  =  ^(«  — «i)- 

Es  bleibt  jetzt  die  einzige  Schwierigkeit  übrig ,  in  jedem  spe- 
ciellen  Falle  die  Gleichungen  3)  so  anzuwenden ,  dass  dadurch  ein 
bestimmter  Werth  von  'N  erreicht  wird.  Die  allgemeine  Lösung 
dieser  Aiifgabe  gehört  der  höheren  Mathematik  an ;  für  den  speciel- 
len  Fall  aber ,  dass  F  (,» ,  y)  eine  algebraische ,  ganze  und  rationale 
Function  von  x  und  y  darstellt ,  führt  die  folgende  Betrachtung  zum 
Ziele. 

Jedes  einzelne  Glied  der  Gleichungen  2)  und  3)  im  §  37,  durch 
welche  die  Gleichungen  aller  algebraischen  Curven  ausgedrückt  wer- 
den ,  besitzt ,  wie  bereits  früher  bemerkt  wurde ,  die  Form 

5)  CxTy'i. 

O  bezeichnet  hierin  eine  beliebige  Constante,  die  Exponenten^  und  g 
dagegen  sind  ganze  positive  Zahlen  oder  auch  gleich  Null.  Bilden 
wir  nun  aus  den  Gleichungen  3)  durch  Subtraction  die  neue 
Gleichung 

6)  FK,2/,)-i^(a^„^,)  =  0, 

so  entsteht  aus  dem  Gliede  5)  der  Ausdruck 

'welcher,  wenn  man  in  der  Parenthese  x.^y^  substrahirt  und  ad- 
dirt,  in 

7)  C  [«/i?  {X^V  _  a;/)  +  x.^V  {y^q  -  y^q)] 

umgestaltet  werden  kann.    Bei  Einführung  der  Abkürzungen 
ist  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze 
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a;/  —  a;/  =  {x^  —  x.^)  Ua: 


9) 

Hiermit  erlangt  der  Ausdruck  7)  die  Form 

C  bi'  («1  —  ^2)  ^^^  +  ^-^  (2/1  —  2/2)  ^2/] 
■  oder ,  wenn  man  den  Factor  {x-^  —  x^  aushebt  und  die  Relation  2) 
benutzt , 

10)  C  {x^  -  x^  (t/i?  E^  +  Mx.Jp  Uy). 

Wird  dann  die  ganze  Gleichung  durch  (x^  —  X2)  dividirt ,  so  ver- 
wandelt sich  10)  in 

11)  Ciy,iU..-\-Mx/2Jy), 

worin  man  nur  X2  =  x^,  2/2  "^  2/i )  -3^=  N  zu  setzen  hat ,  um  zu  einer 
Gleichung  zu  gelangen,  aus  welcher  ein  bestimmter  Werth  von  N 
hervorgeht.    Dabei  wird  nach  8) 

i:^,^px,r-\         2Jy  =  qy,i-\ 

der  Ausdruck  1.1)  verwandelt  sich  also  in 

12)  Cipx^r-'^y^^  +  qNx/yj^^-'^). 

Wenden  wir  zunächst  diese  Methode,  um  sie  an  einem  bereits 
anderwärts  behandelten  Beispiele  zu  prüfen,  auf  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades  an ,  so  hat  man  für  zwei  Punkte  einer 
diesem  Grade  angehörenden  Linie  die  Gleichungen: 

J. V  +  ^yi^  +  2Cx^y^  +  2Bx^  +  2Ey^  -\-F=0 
Ax,'  +  By./  +  2Cx,y,  +  2Dx,-\-2Ey,-{-F=0, 

atis  denen ,  wenn  man  subtrahirt  iind  die  in  Nr.  7)  und  9)  angewen- 
deten Zerlegungen  benutzt ,  die  Gleichung- 

Ä  {x^  -  x^)  (x^  +  a^a)  +  5  (2/i  —  2/2)  (2/1  +  2/2) 
+  2C[y^{x^-x^)  +  x.^{tj^-y^)] 
+  2Dix,-x.;)  +  2E{y,-y.^  =  0 

hervorgeht.    Wird  hierin  durch  a;^  —  x^  dividirt,  so  entsteht  mit  Be- 
nutzung der  Formel  2) : 
Ä  {x,  -\-x.^-\-BM  {y,  +  2/,)  +  2  C  {y,  +  ilf  ic.)  +  2D  +  2^ilf=-0, 

und   hieraus ,    wenn  x.^^x^^,    2/2  "^^ 2/i  1    M  =  N  gesetzt  wird ,   bei 
gleichzeitiger  Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Factors  2 : 
Ax^  +  BNtj^  -\-  ö  (2/1  +  Nx^)  +D  +  EN=  0. 
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Dies  giebt,  wenn  man  auf  iV  reducirt , 

Ax,  +  Cy,  +  J) 

was  mit  der  ans  der  allgemeinen  Tangentengleichun^  5)  §  35  fol- 
genden Richtungsconstante  vollkommen  übereinstimmt. 

Das  angewendete  Verfahren  lässt  sich  zu  einem  einfachen  Mecha  ■ 
nismus  umgestalten,  wenn  man  aus  der  Vergleichung  der  Aus- 
drücke 5)  und  12)  die  Umwandlung  entnimmt,  welche  jedes  Glied 
der  vorgelegten  Curvengleichung  beim  Uebergange  in  die  zur  Er- 
mittelung von  N  dienende  Formel  erleidet.  Wählen  wir  z.  B.  die 
Gleichung 

13)  Äx'"  +  By''-\-CxVyi-\-D  =  0, 

welche  von  jeder  Art  von  Gliedern,  wie  sie  in  der  allgemeinen 
Gleichung  der  Linien  höherer  Grade  vorkommen  können,  eines  ent- 
hält ,  so  verwandelt  sich  bei  dem  fraglichen  Uebergange  das  Glied 

Äx""     inJ.rr^'^-^ 

By^      „    nNBy^^-\ 

CxPyi   „    C  {px^P—'^y^i  +  qNx^Py^i-'^), 

während  das  constante  Glied  D  sogleich  bei  der  anfänglichen  Sub- 
traction  zu  Null  wird.  Die  zur  Bestimmung  der  Richtungsconstante  JV^ 
nöthige  Gleichung  lautet  folglich: 
14)  niAx^'"-'^  +nNBy^^-'^  -\-  C {px^v-^y^n  j^  qNx^f  y^i-'^)  =  0. 

Man  wird  leicht  das  Bildungsgesetz  übersehen ,  nach  welchem  Nr.  1 4) 
aus  13)  entstanden  ist.  Zu  bemerken  haben  wir  noch,  dass  die 
Curvengleichung  nicht  nothwendig  auf  Null  reducirt  zu  sein  braucht, 
was  sich  sofort  zeigt,  wenn  man  z.  B.  die  Gleichung  13)  in  der  Form 

Ax^-\-By"==—  Cxv  7ß  —  D 
gegeben  annimmt  und  Nr.  14)  in 

-      mÄx^""-^  +  nNBy{'-^  ~  —  C  {px^v~'^y^q  J^  qNx-^v y^q-'^) 
umgestaltet. 

Als  Beispiel  für  die  Theorie  der  Tangenten  einer  Linie  höheren 
Grades  möge  die  Untersuchung  der  Cissoidentangenten  dienen. 

Aus  der  Gleichung  3)  in  §  40  folgt  nach  Ausführung  der  Mul- 
tiplication  und  geänderter  Ordnung  der  Glieder  für  die  Coordinaten 
eines  Cissoidenpunktes : 

15)  a;3_^^2^^^2^0.       - 
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Wird  die  oben  angegebene  Methode  auf  diese  Gleichung  angewendet, 
so  entsteht  in  gleicher  Weise  wie  beim  üebergange  von  Nr.  13) 
zu  14): 

woraus  man  für  die  Eichtungsconstante  der  Cissoidentangente  die 
Formel 

16)  N=^^^l+Jll 

erhält.    Mit  Hülfe  der  aus  §  40  Nr.  4)  fliessenden  Gleichung 

3 

i_ 

2 


T      ^1  —     ö 
Vi 


lässt  sich  hierin  der  Ausdruck Y — a;^  eliminiren;  wir  erlangen  da- 
durch die  von  der  beständigen  Grösse  f  unabhängige  Formel : 

17)  jf=aiM!+ii!). 

2x^^ 
Um  hieraus  Folgerungen  für  die  Gestalt  der  Cissoide  ziehen  zu  kön- 
nen ,  wollen  wir  mittelst  der  Relationen 


18)  JV=  tan  T ,         —  =  tan  cp 

den  von  der  Tangente  und  der  ic- Achse  eingeschlossenen  Winkel  r 
und  den  Polarwinkel  q)  des  Berührungspunktes  einführen.  Dann  er- 
giebt  sich : 

19)  tanr  =  ^tanq)  (3 -\-tan^(p)  =  ^tan(p -{- ^tan^q). 

Dieses  Eesultat  zeigt,  dass  von9?  =  0  bis  qp  =90*^  der  Winkel  r 
gleichzeitig  mit  dem  Winkel  qp ,  aber  in  beträchtlich  stärkerem  Grade 
als  dieser  wächst,  woraus  leicht  hergeleitet  wird,  dass  die  Curve 
wie  in  Fig.  54  überall  der  ic- Achse  ihre  convexe  Seite  zukehren  muss. 
Als  Gleichung  der  Cissoidentangente  im  Punkte  x^y^  entsteht 
aus  Nr.  4)  bei  Substitution  des  in  Nr.  17)  enthaltenen  Werthes 
von  N: 

Wird  hierin  2/  =  0  und  x^^m  gesetzt ,  wobei  m  die  Abscisse  des  in 
der  ic- Achse  gelegenen  Tangentenpunktes  bezeichnet,  so  erhält  man 
für  die  sogenannte  Subtangente  (vgl.  die  Anmerkung  S.  100)  den 
Werth: 

2x,^ 


x-i  —  m  = 


?>x^-\-yi 
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und  hieraus ,  wenn  mittelst  der  Cissoidengleichung  die  Ordinate  y^ 
eliminirt  wird, 

Dieser  Ausdruck  erlangt  eine  für  die  geometrische  Darstellung  ein- 
fachere Form,  wenn  man  darin  den  Radius  a  des  in  Figo  54  zur 
Construction  der  Cissoide  benutzten  Kreises  einführt,  oder/'=2a 
setzt.   Dann  entsteht: 

21)  x^  —  m  =  ^^ 1-, 

ein  Werth ,  der  sehr  leicht  construirt  werden  kann ,  wenn  man  be- 
achtet, dass  2aXi  —  X-^  das  Quadrat  der  zu  Xy  gehörigen  Kreisordi- 
nate bezeichnet. 


Zehntes  Capitel. 
Transcendente  Linien. 


§  42. 
Die  transcendenten  Linien  im  Allgemeinen. 

Alle  bis  jetzt  untersuchten  Linien  waren  der  Art,  dass  sie  bei 
Beziehung  auf  Parallelcoordinaten  durch  algebraische  rationale 
Gleichungen  zwischen  x  und  y  dargestellt  werden  konnten.  Wenn 
wir  nun  bedenken,  dass  jede  G-leichung  zwischen  zwei  veränderlichen 
Grössen,  abgesehen  von  der  besonderen  Form  der  darin  enthaltenen 
Functionen,  in  geometrischer  Auffassung  den  zusammenhängenden 
Lauf  einer  Linie  ausdrückt ,  soweit  zu  reellen  sich  stetig  ändernden 
Werthen  der  einen  Variabein  eben  solche  Werthe  der  anderen  ge- 
hören ,  so  bleibt  noch  für  die  Untersuchung  das  unendliche  Gebiet 
solcher,  offenbar  krummen,  Linien  übrig,  deren  Gleichung  nicht 
auf  die  oben  genannte  Form  gebracht  werden  kann.  Alle  Curven 
dieser  Art  werden  im  Allgemeinen  transcendente  genannt. 

Bleiben  wir  zunächst,  um  mit  den  einfachsten  Fällen  zu  begin- 
neiw,  bei  solchen  Gleichungen  stehen ,  die  in  der  entwickelten  Form 

gegeben  sind,  so  gehört  z.  B.  aus  dem  Gebiete  der  niederen  Arith-- 
metik  hierher  die  Gleichung 

worin  die  Basis  a  constant  ist  und  der  Exponent  x  eine  veränder- 
liche Abscisse  darstellt.*    Auf  x  reducirt  ffiebt  sie  die  Formel 


*  Auch  Linion,  deren  Gleichung  die  Form 

besitzt,  wobei  in  constant  sein  soll,  sind  zu  den  transcendenten  zu  rech- 
nen, sobald  sie  nicht  unter  einen  bestimmten  endlichen  Grad  ge- 
bracht werden  können.  Es  findet  dies  statt,  wenn  tn  eine  irrationale 
Zahl  ist,  also  z.  B. ,  wenn  m  —  Yl.     Setzt  man  für  ^2  die  Näherungs- 
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x="logy, 
so  dass  bei  geometrischer  Darstellung  durch  Parallelcoordinaten  die 
Abscissen  die  den  Ordinaten  zugehörenden  Logarithmen  zur  Basis  a 
ausdrücken.  —  Gehen  wir  ferner  in  das  Gebiet  der  Trigonometrie 
über,  so  erhalten  wir  einfache  Beispiele  transcendenter  Curven  aus 
den  Gleichungen 

qj  =  sin  X,       y  =  cos  X,      y  =  tan  x  u.  s.  w., 

wobei   die   x,  um  als  Längen  aufgetragen  werden  zu  können,  in 

Theilen  des  Eadius  gemessene  Bogenlängen  bezeichnen  sollen.    Die 

Eeduction  auf  x  führt  zu  den  cyclometrischen  Functionen : 

X  =  Are  sin  y,       x=  Are  cos  y  u.  s.  f. 

Alle  genannten  einfachen  Functionen  können  wieder  beliebig 
sowohl  unter  sich,  als  auch  mit  algebraischen  verbunden  werden, 
um  neue  Gleichungen  transcendenter  Curven  zu  liefern ,  wozu  noch 
eine  fortwährend  wachsende  Menge  solcher  Functionen  tritt,  welche 
in  der  höheren  Mathematik  ihre  Entstehung  haben.  Ein  Versuch, 
die  Verschiedenartigkeit  der  hieraus  fliessenden  Gestalten  auch  nur 
angenähert  vorzuführen,  muss  bei  ihrer  unendlichen  Zahl  ein  ver- 
geblicher sein  ;  einer  vollständigen  Untersuchung ,  auch  nur  der  ein- 
fachsten Formen,  sind  an  vielen  Stellen  die  Elräfte  der  Elementar- 
mathematik nicht  gewachsen.  Wir  beschränken  uns  deshalb  darauf, 
im  Folgenden  die  Gleichungen  einiger  wenigen  häufiger  genannten 
transcendenten  Curven  aufzustellen,  wobei  wir  der  Einfachheit  der 
Betrachtung  wegen ,  soweit  Parallelcoordinaten  benutzt  werden,  nur 
von  rechtwinkligen  Systemen  Gebrauch  machen  wollen. 

Eine  Curve ,  deren  Gleichung  auf  die  allgemeine  Form 

1)  y  =  Ah^ 

zurückgeführt  werden  kann,  erhält  den  Namen  logarithmische 
Linie,  weil  diese  Gleichung  sich'  immer  so  umformen  lässt,  dass 
bei  geeigneter  Wahl  des  Coordinatenanfanges  und  der  Längeneinheit 
die  Abscissen  die  Logarithmen  der  zugehörigen  Ordinaten  für  irgend 


werthe :  Ji  1 ,  4  .  . ,  Hi  1 ,  41 . . ,  so  würde  in  diesem  Falle  die  Linie,  welcher 
jene  Gleichung  zukommt,  angenähert  durch  zwei  Curven  vierzehnten 
Grades,  oder  durch  zwei.  Curven  vom  hunderteinund vierzigsten  Grade 
u.  s.  f.  dargestellt  werden  können.  In  der  That  gehört  sie  aber  einem 
unendlich  hohen  Grade  an.  Leibnitz  nennt  Linien  dieser  besonderen 
Art  interscendente  Curven. 

Aaal.  Geoiii.  J.  J^g 
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eine  gegebene  Basis  darstellen.  Bezeiclinen  wir  nämlich.-  mit  e  diese 
Basis  und  mit  log  die  zugehörigen  Logarithmen ,  so  lässt  sich  vor- 
erst mit  Einführung  einer  neuen  beständigen  Grösse  m,  für  welche 

die  Belation 

^_        \_ 

gm  __  Je 

oder,  indem  wir  zu  den  Logarithmen  übergehen, 

Geltung  hat ,  die  Gleichung  1)  in 

umformen.  Wird  dann  der  Coordinatenanfäng  auf  der  a;- Achse  um 
eine  vorläufig  noch  unbestimmte  Grösse  a  verschoben ,  so  geht  x  in 
X  -\-  a  über ;  man  hat  also 

y  =  Ae  *"    =•  A^  e^ , 
und  hieraus  entsteht,  wenn  man  über  a  so  verfügt,  dass 

a 

Ae"^  =  m 
wird ,  wonach 

4)  a  =  m  log  -j 
sein  muss ,  die  Gleichung : 

X 

5)  y=-me^. 

Wählt  man  die  diirch  die  Gleichung  2)  bestimmte  Constante  m  als 
Längeneinheit,  so  bleibt: 

6)  2/  =  e^     x  =  logy, 

wodurch  die  oben  ausgesprochene  Behauptung  gerechtfertigt  wird. 
Dabei  ist  für  die  allgemeine  Geltung  der  angewendeten  Folgerungen 
nur  nöthig ,  dass  die  Basen  &  und  e  positive  Zahlen  darstellen  und 
nicht  gleich  Eins  sind ;  negative  Werthe  der  beständigen  Grössen  A, 
c  oder  m  können  durch  geeignete  Yertauschuug  der  iDOsitiven  und 
negativen  Achsenseiten  in  positive  umgewandelt  werden. 

Ist  die  Gleichung  der  logarithmischen  Linie  auf  die  Foi-m  6) 
gebracht ,  so  kann  man  noch ,  ohne  dass  der  Allgemeinheit  der  Be- 
trachtung Eintrag  geschieht,  e  ^  1  annehmen.  Im  entgegengesetz- 
ten Falle  hat  man  nämlich  nur  die  durch  die  y  -  Achse  geschiedenen 


Cap.  X.  —  §  42.     Transcendente  Linien  im  Allgemeinen.       243 

Seiten  der  a;- Achse  zu  verwechseln,  um  x  in  —  x  überzuführen; 
dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  der  Curve  in 

worin  —  gewiss  grösser  als  Eins  ist.  Gewöhnlich  versteht  man  unter 
e^  "^ 

e  die  bekannte  Irrationalzahl  2,7182818  .  .  .;  die  Abscissen  der 
durch  die  Gleiclmng  6)  dargestellten  Curve  stellen  in  diesem  Falle 
die  sogenannten  natürlichen  Logarithmen  der  zugehörigen  Ordi- 
naten  dar. 

Was  die  Gestalt  der  logarithmischen  Linie  betrifft,  so  ergiebt 
sich  aus  Nr.  5)  oder  6)  zu  jedem  a;,  welches  eine  ganze  Zahl  oder 
einen  Bruch  mit  ungeradem  Nenner  darstellt,  ein  positiver  reeller 
Werth  von  y ,  der ,  e  "^  1  vorausgesetzt ,  gleichzeitig  mit  x  wächst ; 
hingegen  erhält  man  zwei  reelle  entgegengesetzte  Werthe ,  deren  ab- 
solute Grösse  ebenfalls  mit  x  zunimmt,  sobald  x  einen  Bruch  mit 
geradem  Nenner  bildet.  Auf  der  Seite  der  positiven  Ordinateu 
entsteht  demnach  eine  stetig  zusammenhängende  Linie,  während 
auf  der  Seite  der  negativen  y  nur  eine  unbegrenzte  Anzahl  isolirter 
Punkte  befindlich  ist.  Von  letzteren  ist  hier ,  wo  es  sich  um  die  Un- 
tersuchung continuirlicher  Linien  handelt ,  gänzlich  abzusehen.  Für 
den  Verlauf  der  dann  übrig  bleibenden ,  auf  der  Seite  der  positiven 
y  gelegenen  Curve  folgt  aus  5) ,  dass  y  =  m ,  wenn  rr  =  0 ;  für 
x  =  -{-  yo  wird  i/  ^  co  ,  für  x  =  —  co  ist  ?/  =  0.  Die  Curve  erstreckt 
sich  also  auf  der  Seite  der  positiven  x  und  y  ins  Unendliche,  während 
sie  sich  der  negativen  Abscissenachse  fortwährend  nähert ,  ohne  die- 
selbe je  zu  erreichen.  Die  ic- Achse  ist  demnach  unter  Voraussetzung 
der  Gleichi^ngsformen  5)  oder  6)  eine 
Asymptote  der  logarithmischen  Linie. 
Zwei  logarithmische  Linien  JB  AC  und 
JB'  AO'  (Fig.  57),  deren  Gleichungen  die 
Form 

.r  .r 

y  =  me'",       y  =  me    "* 

besitzen,   wobei  e  die  Basis  der  natür-    ^  0    ilf  X 

liehen  Logarithmen  darstellen  soll,  sind  unter  sich  congruent,  da 
eine  in  die  andere  übergeht,  wenn  x  mit  —  x  vertauscht  wird.  Aus 
beiden  kann  eine  in  der  Mechanik  mehrfach  vorkommende  transcen- 
dente Curve   D AD'  gebildet  werden,    wenn  man  Parallelen,   wie 

10* 
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Pj^  JLT,  ZTir  ?/- Achse  zielit  und  dai-in  den  geonietrisclien  Ort  für  den 
HalbiiTingspunkt  P  der  von  den  Ciirren  SAC  nnd  B' ÄC'  begrenz- 
ten Strecke  JP^Pg  aufsucht.  Setzen  wir  OM=x,  MPj^=y^,MP^=y2, 
so  gelten  die  Gleichungen 

!Man  erhält  hieraus  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung: 

oder  ,  wenn  m  zur  Längeneinheit  gewählt  wird, 

8)  y  =  :^{e'  +  e—). 

Die  durch  die  Gleichungen  7)  und  8)  charakterisirte  Curve  führt  den 
Xamen  der  gemeinen  Kettenlinie.  Sie  wird  von  einem  in  zwei 
Punkten  frei  aufgehangenen,  vollkommen  biegsamen  und  undehn- 
baren  Faden  gebüdet ,  wenn  derselbe  in  allen  Punkten  gleiche  Be- 
lastungen trägt,  wenn  er  also  z.  B.  unter  der  Voraussetzung,  dass 
gleiche  Fadenlängen  gleich  schwer  sind ,  durch  seiu  eigenes  Gewicht 
gespannt  wird. 

§43. 
Die  Spirallinien. 

"^ird  die  auf  rechtwinklige  Paralleleoordinaten  bezogene  Gleich- 
ung einer  algebraischen  Curve  mittelst  der  bekannten  Formeln 

1)  2;  =  r  cos  gp ,  y  "=  r  sin  q) 

in  Polarcoordinaten  umgesetzt,  so  geht  das  allgemeine  Glied  der 
algebraischen  Gleichung ,  für  welches  wir  fi-üher  die  Form 

2)  CxPyi 

festgestellt  hatten ,  iu  der  Gleichung  für  Polarcoordinaten  in 

3)  CrP-^1  cosP  gr  shi^  cp 

über.  Mit  Eücksicht  auf  den  Umstand,  dass  der  Werth  dieses  Glie- 
des vöUkommen  ungeändert  bleibt,  wenn  man  qp  um  360^'  wachsen 
oder  abnehmen  lässt ,  konnten  wir  alle  einer  solchen  Gleichung  ent- 
sprechenden Punkte  erlangen ,  wenn  wir  uns  auf  solche  Werthe  von 
(p  einschränkten,  die  zwischen  den  Grenzen  0  und  360^  enthalten 
sind.    Xicht  minder  war  es  gestattet,  negative  Leitstrahlen  auszu- 
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schliessen,  weil  es  für  die  Grösse  des  Gliedes  3)  völlig  gleichgültig 
bleibt,  ob  man  r  rait  —  r  vertauscht  oder  dem  Polarwinkel  einen 
xun  eine  halbe  Umdrehung  grösseren  oder  kleineren  Werth  Verleiht. 
Diese  Beschränkungen  sind  aber  nicht  mehr  zulässig,  wenn  alle  einer 
Gleichung  von  der  Form 

r  =  /"(qp)  oder  -F  (r ,  qc)  =  0 

entsprechende  Punkte  dargestellt  werden  sollen  und  die  Functionen 
f  und  F  in  Beziehung  auf  die  .Längen  der  Leitstrahlen  nicht  die  im 
Vorigen  angegebene  Periodicität  besitzen ,  wobei  jedoch  die  Curven 
nicht  mehr  algebraisch  sein  können,  sondern  dem  Gebiete  der  trans- 
cendenten  Linien  angehören  müssen.  Namentlich  gehören  hierher 
alle  solche  Curven,  aus  deren  Gleichung  in  Polareoordinaten  für 
stetig  wachsende  Polarwiukel  fortwährend  zu-  oder  abnehmende 
Vectoren  hervorgehen,  so  dass  in  jeder  durch  den  Coordinatenanfang 
gezogenen  Geraden  imeudlich  viele  Peripheriepunkte  gelegen  sind. 
Linien  dieser  Art  ziehen  sich  in  unendlich  vielen  schneckenförmigen 
Windungen  um  den  festen  Pol  herum  und  führen  im  Allgemeinen 
den  Namen  Spiralen  oder  Spirallinien. 

Zur  Untersuchung  der  Spiralen  eignen  sich  am  besten  ihre  auf 
Polareoordinaten  bezogenen  Gleichungen ,  wobei  wir  aber  nach  dem 
Vorhergehenden  die  Werthe  der  Leitsti-ahlen  sowohl  als  der  Polar- 
winkel nicht  mehr  beschränken  dürfen,  sondern  zwischen  den  wei- 
testen reellen  Grenzen  —  co  und  +  oo  gelegen  annehmen  müssen. 
—  Um  hier  ,  wo  wir  nicht  mehr  mit  goniometrischen  Functionen  der 
Polarwinkel  zu  thun  haben ,  die  Werthe  von  qp  ebenso  wie  die  r  als 
abstracte  Zahlen  auffassen  zu  können ,  die  bei  Annahme  einer  be- 
stimmten linearen  Einheit  als  Längen  darstellbar  sind ,  werden  wir 
jene  Winkel  durch  die  Bogenlängen  ausdrücken,  welche  ihnen  in 
einem  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  um  den  Pol  construirten 
Kreise  zugehören.   Wir  bedienen  uns  dabei  der  Abkürzung 

4)  6  =  Are  cp , 

so  dass  für  zwei  einander  entsprechende  Werthe  von  6  und  cp  die 
Proportion 

5)  0:7r  =  (p'^:  180° 

Geltung  findet.  *  Die  Gleichimg  einer  jeden  Spirallinie  wird  dann  in 
der  Form 


*  Um  eine  Analogie  mit  dem  Parallelcoordinatensysteme  zu  erhal- 
ten, können  wir  den  mit  einem  Halbmesser  =  1  um  den  Pol  als   Mit- 
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r  =  f{e) 

dargestellt.  —  Als  Beispiele  für  die  Spiralen  wählen  wir  die  fol 
genden. 

I.  Die  Ar chimedisclie  Spirale,   die  einfachste  von  allen, 
besitzt  die  Grleichnng 

6)  r  =  a  9 , 

wobei  a  einem  beliebigen  constanten  Werthe  gleich  sein  soll.  Be- 
zeichnen wir  zwei  ihrer  Punkte  mit  r  d  und  7\  0^ ,  so  folgt  aus 

die  Proportion: 

Man  kann  sich  hiernach,  da  die  Vectoren  in  demselben  Verhältnisse 
wie  die  Polarwinkel  zunehmen,  die  genannte  Spirale  durch  die 
stetige  Bewegung  eines  Punktes  erzeugt  denken,  der  auf  einer  um 
den  Pol  gedrehten  geraden  Linie  von  diesem  Drehmittelpunkte  aus 
so  fortrückt,  dass  die  von  ihm  zurückgelegten  Wege  den  von  der 
Geraden  beschriebenen  Winkeln  proportional  sind.  Eine  Archime- 
dische Spirale  würde  also  z.  B.  entstehen,  wenn  bei  gleichför- 
miger Drehung  des  ßadiusvector  um  den  Pol  ein  beschreibender 
Punkt  auf  ihm  gleichförmig  fortrückt. 

Setzt  man  0^  =  2  te  +  0 ,  so  fallen  f\  und  r  in  dieselbe  Gerade, 
gehören  aber  zu  zwei  um  den  Umfang  einer  Windung  von  einander 
entfernten  Punkten.    Pur  den  Abstand  beider  Punkte  folgt  dann: 

•    r^  —  r  =^  a{d^  —  0)  =  2  tt  a . 

Fig.  53.  d.  h.  in  jeder  durch  den  Pol  gelegten  Geraden 

besitzen  die  einzelnen  Windungen  die  unver- 
änderliche Entfernung  27ia. 

Fig.  58  stellt  ein  Stück  des  den  positiven 
Werthen  von  0  entsprechenden  Theiles  einer 
Archimedischen  Spirale  dar.    Pur  negative  0 


telpunkt  gezogenen  Kreis  als  eine  krummlinige  Abscissenachse  ansehen, 
auf  welcher  der  Durchschnitt  mit  der  Polarachse  den  Nullpunkt  bildet, 
von  dem  aus  die  positiven  und  negativen  0  nach  beiden  Seiten  gezählt 
werden.  Die  auf  diesem  Kreise  senkrecht  stehenden  Vectoren  bilden 
die  den  Abscissen  Q  zugehörigen  Ordinaten;  nur  findet  dabei  der  Un- 
terschied statt,  dass  diese  Ordinaten  nicht  von  ihrem  Einfallspuukte  in. 
die  Abscissenlinie ,  sondern  vom  Kreismittelpunkte  aus  gemessen  werden. 
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wechselt  aiicli  r  sein  Vorzeichen,  ohne  seine  ahsolnte  Grösse  zn 
ändern ;  der  hierzu  gehörende  Theil  der  Curve  ist  daher  dem  in  der 
Figur  dargestellten  völlig  gleich ,  besitzt  aber  eine  entgegengesetzte 
Lage.  Man  erhält  ihn,  wenn  man  sich  die  Bildebene  um  eine  in 
der  Ebene  der  Spirale  durch  den  Pol  A  gelegte  Senkrechte  zur  Po- 
larachse J.X  so  herumgedreht  denkt,  dass  AXin  seine  eigene  Ver- 
längerung zu  fallen  kommt. 

II.  Bildet  man  nach  Analogie  der  auf  rechtwinklige  Parallel- 
coordinaten  bezogenen  Scheitelgleichung  einer  Parabel  in  Polarco- 
ordinaten  die  Gleichung 

7)  r^=2a%, 

so  heisst  die  dadurch  ausgedrückte  Curve  eine  parabolische  Spi- 
rale. Nach  der  Form  ihrer  Gleichung  sind  negative  Werthe  von  0 
völlig  ausgeschlossen ,  weil  sie  auf  imaginäre  Leitstrahlen  hinführen. 
Zu  jedem  positiven  0  gehören  zwei  an  absoluter  Grösse  gleiche ,  der 
Richtung  nach  aber  entgegengesetzte  Werthe  von  r,  so  dass  die 
Curve  aus  zwei  im  Pole  zusammentreffenden  Theilen  besteht,  für 
welche  der  Pol  selbst  den  Mittelpunkt  bildet.  Einer  dieser  Theile 
tritt  an  die  Stelle  des  andern ,  wenn  man  die  Spirale  eine  halbe  Um- 
drehung um  eine  rechtwinklig  gegen  die  Ebene  der  Curve  durch 
den  Pol  gelegte  Achse  machen  lässt.  Beschränken  wir  uns,  um 
einen  dieser  beiden  Theile  vollständig  kennen  zu  lernen ,  auf  positive 
r ,  so  ist  für  0  =  0  auch  r  =  0 ,  und  es  wächst  von  hier  an  r  gleich- 
zeitig mit  0 ,  so  dass  eine  im  Ganzen  mit  Fig.  58  einige  Aehnlichkeit 
besitzende  Gestalt  entsteht.  Nur  findet  der  Unterschied  statt,  dass, 
wenn  man  in  der  Eichtung  eines  Leitstrahles  vom  Pole  aus  fortgeht, 
die  einzelnen  Windimgen  immer  näher  an  einander  treten ,  weil  nach 
der  Form  von  Nr.  7)  die  r  in  einem  schwächeren  Verhältnisse  als 
die  zugehörigen  Werthe  von  0  anwachsen.  Bestätigt  wird  diese  Be- 
merkung ,  wenn  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Archimedischen 
Spirale  den  Abstand  zweier  in  einer  durch  den  Pol  gelegten  Geraden 
befindlichen  Peripheriepunkte  bestimmen ,  welche  zu  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Windungen  gehören.  Unter  Beibehaltung  der 
früheren  Bezeichnungen  folgt  aus  den  Gleichungen 
r2  =  2a0,  ri2  =  2a(27c  +  0), 
wenn  man  die  Differenz  r^  —  r^  in  (r^  —  /■)  (r^  +  **)  zerlegt ,  das 
Resultat : 

r     f  = ; . 
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Da  hierin  der  Zähler  constant  ist ,  so  muss  der  besprochene  Abstand 
sich  vermindern ,  sobald  mit  wachsendem  0  der  Nenner  t\  +  r  zu- 
nimmt. 

III.  Die  durch  die  Gleichung 

8)  ■  rd  =  a 

repräsentirte  Spirale  heisst  mit  Bezug  auf  die  Aehnlichkeit ,  welche 
zwischen  Nr.  8)  und  der  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Grleichung 
einer  Hyperbel  für Parallelcoordinaten  stattfindet ,  hyperbolische 
Spirale.  Sie  besteht  aus  zwei  unter  sich  congruenten  Theilen,  von 
denen  der  eine  den  positiven  und  der  andere  den  negativen  Werthen 
von  0  entspricht  und  die  gegen  einander  eine  gleiche  Lage  haben, 
wie  in  der  Archimedischen  Spirale ,  weil  auch  hier  r  und  0  gleich- 
zeitig ihre  Vorzeichen  wechseln.  Halten  wir  zur  Untersuchung  der 
Gestalt  eines  dieser  beiden  Theile  positive  Werthe  von  0  fest,  so 
folgt  aus  der  auf  r  reducirten  Gleichung 

9)  r  =  l 

dass  r  abnimmt ,  wenn  0  wächst ,  dabei  aber  nie  vollständig  in  Null 
übergehen  kann.  Die  einzelnen  Windungen  nähern  sich  also  fort 
und  fort  dem  Pole ,  ohne  ihn  je  vollständig  zu  erreichen ;  derselbe 
bildet  einen  sogenannten  asymptotischen  Punkt.  In  ihrer  An- 
näherung an  diesen  Punkt  treten  die  Windungen  immer  enger  an 
einander,  wie  sich  sofort  zeigt,  wenn  wir  für  zwei  um  den  Umfang 
einer  Windung  von  einander  entfernte  Punkte  aus  den  Gleichungen 
a  a 


die  Differenz 

Fig.  59. 


27r  +  0 


r  —  r.  = 


2na 


0(27r+0) 
bilden.  Der  Zähler  dieses  Ausdrucks  ist 
constant,  während  der  Nenner  wächst, 
wenn  0  zunimmt  oder  die  Grösse  von  r 
sich  vermindert. 

Nach  der  andern  Seite  hin  rückt  für 
abnehmende  0  oder  zunehmende  r  die 
hyperbolische  Spirale  immer  näher  an  eine  Gerade  LL'  (Fig.  59), 
welche  in  einem  Abstände  AB=  a  parallel  zur  Polarachse  A X 
läuft.    Setzen  wir  nämlich  MF  = «/ ,  so  ist 
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y  =  r  sin  6 , 
folglich  bei  Einsetzung  des  Wertlies  von  r  aus  Nr.  9) 

sin  0 

Hieraus  ergiebt  sich  sogleich  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen 

Behauptung,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Quotient     ^  ■  kleiner  als 

die  Einheit  ist,  so  lange  sich  0  von  Null  unterscheidet,  für  0  =  0 
aber  in  Eins  übergeht.  *  Da  in  dem  letzteren  Falle  der  Radiusvector 
unendlich  werden  muss,  so  stellt  die  Gerade  ü' eine  Asymptote  dar, 

Bemerkens werth  ist  noch  die  folgende  geometrische  Deutung 
der  Gleichung  8).  Beschreibt  man  aus  dem  |£ittelpunkte  A  mit  dem 
Halbmesser  A  P  den  von  der  Spirale  und  der  polaren  Achse  einge- 
schlossenen Kreisbogen  PQ^  so  ist  die  Länge  dieses  Bogens  gleich 
r0,  wenn  r  und  0  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  P  bezeichnen. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  hyperbolischen  Spirale  folgt 
hieraus ,  dass  ein  solcher  Kreisbogen ,  wie  P  Q ,  die  unveränderliche 
Länge  a  =  AB  besitzt,  an  welcher  Stelle  der  Curve  auch  der  Punkt 
P  angenommen  sein  mag. 

lY.  Wird  in  der  Gleichung  der  logarithmischen  Linie  (vergl. 
§  42  Nr.  1.  bis  Nr.  6)  y  mit  r  und  x  mit  0  vertauscht,  so  entsteht 
die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale.  Nach  Analogie 
von  §  42  Nr.  3)  kann  sie  immer  auf  die  Form 

e_ 

10)  r  =  A  e"" 

gebracht  werden,  woraus  die  Gleichung 

l 

11)  r^  me^ 


*  Aus  der  für  jeden  zwischen  den  Grenzen  0  und  —  enthaltenen 

Bogen  Q  geltenden  Ungleichung 

tan  9   >  0  >  si7i  9 

folgt,  wenn  man  mit  den  darin  enthaltenen  Grössen  in  sm  $  dividirt, 

sin  9 
cos  9  <-— <1. 

Beide  Grenzen ,  zwischen  denen  der  Quotient  — -—  enthalten  ist,  rücken 

9 
für  abnehmende  Werthe  von  9  einander  immer  näher;  schliesslich  fal- 
len beide  zusammen  und  es  geht   auch  der  von   ihnen  eingeschlossene 
Quotient  in  die  Einheit  über,  wenn  9=0  geworden  ist. 
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entsteht,  wenn  man  die  polare  Achse  in  der  Ebene  der  Curve  mit 
Beibehaltung  des  Poles  um  einen  in  Theilen  des  Eadius  gemessenen 
Bogen  a  dreht,  für  welchen  die  Relation 

,     m 
a  =  m  log  -r 

Geltung  hat.  Bei  dieser  Drehung  geht  nämlich  0  in  0  +  «  über, 
und  es  sind  ganz  analoge  Eeductionen  wie  bei  der  logarithmischen 
Linie  anwendbar.  Wir  können  hierbei  unter  e  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  verstehen  und  m  als  positive  Zahl  auffassen. 
Nach  11)  ergiebt  sich  dann  für  jedes  0  ein  positiver  reeller  Werth 
von  r ,  der  gleichzeitig  mit  0  zunimmt.  Für  0  =  0  ist  r  =  m ,  für 
0  :=-}-■  CO  wird  auch  r  5=  cx) ,  für  0  =  —  co  ist  r  =  0.  Die  logarith- 
mische SjDirale  erstreckt  sich  hiernach  mit  ihren  Windungen  auf  der 
einen  Seite  ins  Unendliche,  während  sie  sich  auf  der  andern  dem 
Pole  fortwährend  nähert ,  ohne  ihn  je  zu  erreichen.  Der  Pol  bildet 
in  gleicher  Weise  wie  in  der  vorher  untersuchten  Curve  einen 
asymptotischen  Punkt.  Dabei  müssen  offenbar  die  einzelnen  Win- 
dungen immer  näher  au  einander  rücken ,  je  mehr  sie  sich  diesem 
Punkte  nähern.  Wir  finden  diese  Bemerkung  bestätigt,  wenn  wir 
den  allgemeinen  Ausdruck  für  den  geradlinigen  Abstand  zweier  um 
den  Umfang  einer  Windung  von  einander  entfernten  Punkte  auf- 
suchen. Werden  die  Leitstrahlen  der  zu  den  Bogenlängen  0  und 
2  TT  +  0  der  Polarwinkel  gehörenden  Punkte  wieder  mit  r  und  r^  be- 
zeichnet ,  so  hat  man 

folglich 

r^  —  r  =  me'"  \e  "*  —  \). 

Hierin  bedeutet  der  auf  der  rechten  Seite  ausserhalb  der  Klammer 
befindliche  Factor  den  ßadiusvector  r;  der  Inhalt  der  Parenthese 
dagegen  ist  eine  beständige  Grösse.  Die  Differenz  r^  —  r  nimmt  dem- 
nach in  demselben  Verhältnisse  wie  r  ab  oder  zu. 

Nach  der  Gleichung  1 1)  sind  auch  noch  negative  Werthe  von' 

0 
r  möglich ,  sobald  —  einen  Bruch  mit  geradem  Nenner  darstellt ; 

m 

man  erhält  hieraus  zwar  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Punkten,  aber 
keine  zusammenhängende  Linie,  weil  diese  Punkte  nicht  eine  stetige 
Folge  bilden. 
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§44. 
Die  RoUcurven. 

Dieselbe  gegenseitige  Abhängigkeit,  in  welcher  zwei  dnrch 
eine  Gleichung  an  einander  gebundene  veränderliche  Grössen  stehen, 
ist  auch  dann  noch  vorhanden,  wenn  die  Werthe  beider  Variabein 
durch  zwei  Gleichungen  an  eine  dritte  veränderliche  Grösse  ge- 
knüpft sind.    Hat  man  z.  B.  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

1)   .  X=cp{co),        y  =  ^{co), 

worin  cp  und  ip  die  allgemeinen  Symbole  beliebiger  Functionen  einer 
Variabein  «  bezeichnen  mögen,  so  erhält  man  daraus  für  jeden 
Werth  von  a  zwei  zusammengehörige  Werthe  von  x  und  y,  die,  wenn 
man  x  und  y  als  Parallelcoordinaten  auffasst,  die  Lage  eines  Punk- 
tes bestimmen.  Giebt  nun  die  stetige  Aenderung  von  oj  auch  sich 
stetig  ändernde  Werthe  von  x  und  y ,  also  eine  continuirliche  Folge 
solcher  Punkte,  so  wird  durch  das  System  der  beiden  Gleichungen  1) 
der  zusammenhängende  Lauf  einer  Linie  bestimmt,  ganz  abgesehen 
davon,  ob  die  Mittel  der  Mathematik  ausreichen,  die  Hülfsvariabele 
CO  zwischen  diesen  Gleichungen  zu  eliminiren.  Eine  nutzbare  An- 
wendung finden  solche  Gleichungssysteme  bei  einer  Classe  von  Cur- 
ven,  die  wir  im  Folgenden  als  letztes  Beispiel  transcendenter  Linien 
vorführen  wollen. 

Wird  an  einer  festen  Linie  eine  andere  so  hinbewegt,  dass  sie 
mit  ihr  in  fortwährender  Berührung  bleibt ,  sich  dabei  aber  an  der 
festen  Linie  abwickelt,  so  dass  bei  je  zweien  ihrer  aufeinander  fol- 
genden Lagen  die  zwischen  den  zusammengehörigen  Berührungs- 
punkten enthaltenen  Bogenlängen  in  beiden  Peripherien  einander 
gleich  sind,  so  beschreibt  ein  mit  der  bewegten  Linie  in  fester  Ver- 
bindung bleibender  Punkt  eine  neue  Linie ,  die  wir  im  Allgemeinen 
eine  Eollcu.rve  (Roulette)  oder  auch  Cycloide  nennen  wollen. 
Die  einfachsten  hierher  gehörigen  Fälle  entstehen ,  wenn  ein  Kreis, 
ohne  zu  gleiten,  au.f  einer  Geraden  oder  auf  der  Peripherie  eines 
anderen  Kreises  fortrollt,  pjo-.  eo. 

oder    wenn,  eine    Gerade  rp  s 

sich,  ohne  verschoben  zu  /^ 

werden,  an  der  Peripherie         /  ^ 
eines  Kreises  abwickelt.  /^ 

I.  Die  gemeine  Cy-  — / 1  ^ 
cloide  oder  Cycloide  im 
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engeren  Sinne  ist  der  Weg ,  den  ein  Peripheriepnnkt  eines  Kreises 
beschreibt,  wenn  letzterer,  ohne  zn  gleiten,  auf  einer  geraden  Linie 
rollt.  In  Fig.  60  sei  AÄ.  die  feste  Grerade  und  P  der  beschreibende 
Punkt,  der  in  A  mit  dem  Berührungspunkte  der  Geraden  und  des 
Kreises  zusammengefallen  sein  mag.  Wir  nehmen  AÄ  zur  ic- Achse 
und  A  zum  Coordinatenanfange  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems,  setzen  also  J.lf  =  a;,  MF  =^y\  der  durch  seine  in  Theilen 
des  Halbmessers  ausgedrückte  Bogenlänge  gemessene  Winkel  NCP 
(der  sogenannte  Wälzungswinkel)  heisse  w ,  und  CP  ==CT=  CN=  a 
sei  der  Radius  des  rollenden  Kreises.  Dann  erhält  man ,  wenn  P  Q 
parallel  zur  x  -  Achse  gezogen  wird ,  aus 

x  =  AN—MN^ArcPN—PQ,      y  =  NC~QG 
die  zusammengehörigen  Gleichungen : 

2)  x  =  am  —  a sin co,       y  =  ci  —  a  cosco. 

Reducirt  man  die  letzte  dieser  beiden  Gleichungen  auf  cos  co ,  so  er- 
giebt  sich: 


a  —  y         .  /z s—      V'^cty  —  y 

cos  CO  = ,      sm  (o  =  yi—  COS''  (o  = 


a  —  y 
Are  cos    — 


a 

und  hiermit  kann  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  erste 
Gleichung  die  Hülfsgrösse  w  eliminirt  werden.  Bequemer  ist  es  aber 
in  den  meisten  Fällen,  von  dem  Systeme  der  Gleichungen  2)  Ge- 
brauch zu  machen. 

Aus  der  für  y  aufgestellten  Gleichung  folgt ,  dass  die  Ordinate 
immer  zwischen  den  Grenzen  0  und  2  a  enthalten  sein  muss ,  und 
zwar  ist  2/  =  0 ,  wenn  cos  ro  =  1 ,  oder  wenn  co  einen  der  Werthe 

...—471;,       —2n,      0,      +27r,       +47c,... 
besitzt ;  man  erhält  dann  für  x  die  Längen 

... — 47ta,       — 27i;a,       0,       -\-2na^       4-4;ra,... 

Femer  erreicht  y  seinen  grössten  Werth  2a,  so  oft  cos(b  =  —  1, 
oder  so  oft  co  einen  der  Werthe 

...  — StT,         —  TT,         +1,         +37r,... 

erlangt ;  für  x  finden  sich  dann  die  zugehörigen  Grössen 

... — Stt«,       — Tca,       -\-7ca,       +371«,... 
Werden  hierzu  noch  Zwischenwerthe  gefügt,  so  kommt  man  zu  der 
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Erkenntniss ,  dass  die  Curve  aus  unendlich  vielen  congrnenten  Zü- 
gen von  der  Form  ABÄ'  (Fig.  60)  besteht. 

Als  ein  weiteres  Beispiel  dafür,  in  welcher  Weise  das  System 
der  Gleichungen  2)  zur  Untersuchung  der  Curve  zu  benutzen  ist, 
wählen  wir  die  Ermittelung  der  Tangentenlage.  Wir  können  hierzu 
im  Allgemeinen  den  im  §  41  zur  Auffindung  der  Tangenten  alge- 
braischer Curven  benutzten  Weg  einschlagen,  indem  wir  nämlich 
von  der  Eichtung  einer  zwei  Peripheriepunkte  enthaltenden  Secante 
durch  Drehung  dieser  Geraden  bis  zum  Zusammenfallen  der  beiden 
Peripheriepunkte  zur  Tangentenrichtung  übergehen. 

Sind  x^y^  und  .Tg  3/2  zwei  Cycloidenpunkte ,  denen  die  Wälzungs- 
winkel  w  +  ^  und  03  —  ö  zugehören ,  so  ist 

j  iCj  =  a  (oj  +  ö)  —  a  sin  {co-{-  6),     yi  =  a  —  a  cos  {co  -\-  8) , 
\  X2  =  a  (00  —  8)  —  a  sin  {m—  8) ,     y.^'^  a  —  a  cos  {m  —  8) . 

Unter  Benutzung  der  Formeln 

. .  r  sin  {(ü  -\-  8)  —  sin  (co  —  6)  =  2  cos  m  sin  8 

\  cos  {(o  —  8)  —  cos  (co  -f-  ^)  =  2  sinm  sin8 
folgt  hieraus  für  den  in  der  Drehriehtung  der  Polarwinkel  gemes- 
senen Winkel  (»,  den  eine  die  Punkte  x^y^  und  x,^y2  enthaltende  Se- 
cante mit  der  Abscissenachse  einschliesst, 

_.  «,  —  «g         sin  CO  sin  8 

5)  tana^-^ — -==- :— . 

^1  —  ^2      "  —  ^^^  ^  ^^^  " 

Wird  hierin  im  Zähler  und  Nenner  durch  8  dividirt,  so  entsteht, 
wenn  wir  zur  Abkürzung 

^,  sin  8 

6)  —=e 

setzen ,  die  Gleichung : 

„v  ,  f  sin  CO 

i)  tana 


1  —  e  cos  CO 


Für  (5  =  0  wird  £  =  1  (vgl.  die  Anmerkung  auf  S.  249) ;  dabei  fallen 
beide  Peripheriepunkte  zusammen  und  die  Secante  wird  zur  Tan- 
gente. Bezeichnet  also  t  den  im  gleichen  Sinne  wie  a  gemessenen 
Winkel ,  den  diese  Tangente  mit  der  ic- Achse  bildet,  so  folgt  aus  7) 

OS  ,  sin  (B  CO 

o)  tan  r  =  , =  cot-^ . 

1  —  cosd)  2. 

Man  kann  hieraus  leicht  herleiten ,  dass  die  Tangente  im  Punkte  P 
(Fig.  60)  durch  den  von  der  Geraden  AÄ  am  weitesten  abstehenden 
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Punkt  T  des  Erzeugiingskreises  gehen  muss.  PTist  Tangente  und 
PN  Normale. 

Beobachtet  man  den  "Weg ,  den ,  wl,hrend  der  Erzeugungskreis 
auf  der  Basis  A  Ä  rollt ,  ein  auf  dem  Eadius  CP  oder  seiner  Ver- 
längerung ,  im  Abstände  c  vom  Kreismittelpunkte  gelegener  Punkt 
beschreibt,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise,  wie  die  Gleichungen  2)  ent- 
standen, für  den  Ort  dieses  Punktes  die  zusammengehörigen  Formeln : 
9)  x=  aa  —  c  sin co ,       y  =  a  —  c  cosco. 

Die  hierdurch  ausgedrückte  Curve  führt  den  Namen  geschweifte 
oder  gedehnte  Cycloide,  wennc<^a,  verkürzte  oder  ver- 
schlungene Cycloide,  wenn  c'^a.  Die  Untersuchung  ihrer 
Gestalt  mit  Benutzung  der  Gleichungen  9)  kann  in  ähnlicher  Weise 
wie  bei  der  gemeinen  Cycloide  geführt  werden. 

II.  EoUt  ein  Kreis  auf  der  Aussenseite  der  Peripherie  eines 
festen  Kreises,  so  beschreibt  ein  Peripheriepunkt  der  rollenden 
Linie  eine  sogenannte EiDicycloide.  Zur 
Ermittelung  der  Gleichungen  dieser  Curve 
legen  wir  in  Fig.  61  durch  den  Mittel- 
punkt des  festen  Kreises  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem ,  dessen  «/-Achse  den 
Anfangspunkt  A  der  Bewegung  enthält, 
in  welchem  der  beschreibende  Punkt  P  mit 
dem  Berührungspunkte  beider  Kreise  zti- 
sammenfiel.  Setzen  wir  wieder  den  Wäl- 
so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  an  einander 


Zungswinkel  0  CP  = 


aca 


{h  +  a)~ 


^abgewickelten  Bogenlängen  L  COA  =  -j-  und  L  QCP  , 

wenn  a  den  Eadius  des  rollenden ,  &  den  Eadius  des  festen  Kreises 
bezeichnet.  Sämmtliche  Winkel  sollen  hierbei  wie  vorher  in  Theilen 
des  Halbmessers  ausgedrückt  werden.  Aus  der  Figur  folgt  dann 
zunächst,  wenn  PQ//OX  und  BC//  0  Y  gezogen  ist, 
OM=OB-PQ,  MP  =  MC-QG, 
und  hieraus  ergiebt  sich  für  die  Coordinaten  x  und  y  des  beschrei- 
benden Punktes  P:  , 

.     {h-\-  d)  CO 


10) 


n    I      ■.    ■    0,(0 
x  =  {o  -\-  a)  sin  — 


2/  =  (5  +  a)  cos 


aco 


a  cos 


(h  +  a)  CO 
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Werden  beide  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  so  erhält  man  für 
das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  F  vom  Mittelpunkte  0  des 
festen  Kreises : 

11)  ä;2 +  /=(&  + a)2  +  a^  -  2a  (&  +  a)  cos  CO, 

woraus  sofort  folgt,  dass  diese  Entfernung  immer  zwischen  den 
Grenzen  &  und  l>-\-2a  enthalten  sein  muss.  An  der  ersten  dieser 
beiden  Grenzen  ist  cosco  =  1  ^  co  besitzt  also  einen  der  Werthe 

...— 47r,       — 2n;,      0,       +27t,      +471,... 

an  der  zweiten  Grenze  ist  cos  a  =^  —  1 ,  woraus  man  für  co  die 
Werthe 

...  —  OTT,  —  TD,  -j-TT,  -f-OTT,... 

erhält.  Die  zugehörigen  x  und  y  finden  sich  aus  den  Gleichungen  10). 

Sobald  die  beiden  Eadien  a  und  h  in  einem  commensurablen 

Verhältnisse  stehen ,  sind  die  Epicycloiden  nich^  mehr  transcendente 

Linien,   sondern  gehören  in  das  Gebiet  der  algebraischen  Curven. 

In  diesem  Falle   sind  nämlich   offenbar   auch  die  Winkel  — —  vind 

h 

(&  +   a)    0)  -       ,  ^  .     .  .  .,  ■  ■,        n 

= commensurabel.  Bezeichnen  wir  nun  ihr  gemeinschaft- 
liches Maas  mit  ca^ ,  so  lässt  sich 

am  (&  +  a)  03 

—-  =  mDo,,        - — =  nco. 

b  0 

setzen ,  wobei  m  und  n  zwei  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Dann  erlan- 
gen die  Gleichungen  10)  die  Form: 

x=  (J)  -\-  a)  sin  mco^  —  a  sin  n  oa^  ' 

y={l)-\-a)  cos  ma^  —  a  cos  n  co^ , 

worin  man  nur  die  goniometrischen  Functionen  der  Winkel  mcöj^  und 
n  (o^  in  bekannter  Weise  durch  sin  co^  und  cos  ro^  auszudrücken  hat, 
um  mittelst  der  Gleichung  sm-o,  +  cos'^  co^  =  1  den  Winkel  co,  elimi- 
niren  zu  können.  Es  bleibt  dann  eine  algebraische  Gleichung  zwi- 
schen «  und  y.  —  Als  einfachstes  hierher  gehöriges  Beispiel  wählen 
wir  den  Fall,  wenn  beide  Eadien  einander  gleich  sind.  Die  ange- 
gebene Rechnungsform  lässt  hierbei  noch  einige  Vereinfachungen  zu. 
Setzen  wir  nämlich  in  Nr.  10)  h  =  a  und  verlegen  zugleich  den'Co- 
ordinatenanfang  nach  Ä  (Fig.  61) ,  so  dass  y  in  y  -\-  a  übergeht,  so 
erhalten  wir  für  den  vorliegenden  Fall : 
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x  =  2a  sin  w  —  a  sin  2  w 

y  =  2acosco  —  a{l  +  cos2  co). 

Mittelst  der  Formeln 

sin2co  =  2  sinco  cosca,       1  +  cos2cü  =  2cos'^(o 

folgt  hieraus : 

x=^2a  sin  co  (1  —  cos  co) 

y  =  2a  cos  €0  (1  —  cos  w) . 
Beide  letzte  Grleichungen  geben  durch  Division  verbunden 

tan  CO  =  — , 
2/ 

woraus  unter  Berücksichtigung ,  dass  nach  der  zweiten  der  vorher- 
gehenden Gleichungen  cos  a  und  y  immer  gleiches  Vorzeichen  haben 
müssen , 


hervorgeht.  Wird  dieser  Werth  in  den  letzten  für  y  gefundenen 
Ausdruck  eingesetzt ,  so  ergiebt  sich  nach  einfacher  Umformung : 

12)  {x^-\-y^  +  2ayY  =  4:a^{x^  +  y^). 

Die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Linie  vierten  Grades  be- 
sitzt ,  wie  sich  unter  Anderem  durch  Transformation  in  Polarcoordi- 
naten  leicht  ableiten  lässt ,  eine  herzförmige  Gestalt  und  führt  hier- 
von den  Namen  Cardioide. 

III.  Lässt  man  den  beweglichen  Kreis  auf  der  Innern  Seite  der 
Peripherie  eines  festen  Kreises  rollen ,  so  wird  die  von  einem  seiner 
Peripheriepunkte  beschriebene  Curve  Hypocycloide*  genannt. 
Ihre  Gleichungen  werden  unter  Beibehaltung  der  vorher  angewen- 
deten Bezeichnungen  und  der  früheren  Lage  des  Coordinatensystems 
ohne  Weiteres  aus  den  für  die  Epicycloide  geltenden  Formeln 
hergeleitet,  wenn  man  dem  Halbmesser  a  und  dem  Wälzungs- 
winkel  co,  welche  beide  in  eine  entgegengesetzte  Lage  übergehen, 
die  entgegengesetzten  Vorzeichen  ertheilt.  Man  wird  diese  Bemer- 
kung bestätigt  finden,    wenn  man  die  Fig.  61  in  der  dem  jetzigen 


*  Besitzt  der  rollende  Kreis  einen  grösseren  Radius  als  der  ruhende, 
so  dass  sich  seine  concave  Seite  auf  der  convexen  des  festen  Kreises  ab- 
wickelt, so  erhält  die  Curve  von  Einigen  den  Namen  Pericycloide. 
Auf  die  Ableitung  der  Gleichung  hat  dieser  Unterschied  keinen  Einfluss. 
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Falle  entsprechenden  Weise  abändert.  Nach  Analogie  von  Nr.  10) 
ergeben  sich  dann  für  den  Hypocycloidenpnnkt  xy  mit  dem  Wäl- 
zungswinkel  ro  die  Gleichungen: 

(&  —  a)  0) 


13) 


(jb  —  a)  sin  — 


asm 


aa                (b  —  a)(xi 
y  —  {b  —  a)  cos  — — 1-  a  cos r-^ — . 


woran  ähnliche  Betrachtungen  wie  bei  der  Epicycloide  geknüpft  wer- 
den können.  So  gelangt  man  u.  A.  in  gleicher  Weise  wie  dort  zu 
dem  Resultate ,  dass ,  wenn  die  Halbmesser  der  beiden  Kreise  com- 
mensurabel  sind ,  die  Hypocycloide  in  das  Gebiet  der  algebraischen 
Curven  übertritt.  Untersuchen  wir  z.  B.  den  Fall ,  wo  der  Durch- 
messer des  rollenden  Kreises  gleich  dem  Eadius  der  festen  Basis 
oder  &  =  2a  ist,  so  entsteht  aus  Nr.  13) 

a;  —  (,) ,       y  =  Zacos^. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  dann  die  Hypocycloide  in 
die  geradlinige  Ordinatenachse  degenerirt ,  die  zweite ,  dass  der  be- 
schreibende Punkt  immer  innerhalb  derjenigen  Strecke  dieser  Ge- 
raden bleiben  muss,  in  welcher  sie  einen  Durchmesser  des  festen 
Kreises  bildet. 

IV.  Als  letztes  Beispiel  einer  Linie, 
welche  nach  der  früher  aufgestellten  Be- 
griffsbestimmung im  weiteren  Sinne  eben- 
falls zur  Classe  der  Rollcurven  gezählt  wer- 
den kann,  wählen  wir  die  Kreisevol- 
vente  (Fig.  62).  Sie  wird  von  einem 
Punkte  P  einer  Geraden  PN  beschrieben, 
die  sich  ohne  Verschiebung  an  der  Periphe- 
rie eines  festen  Kreises  so  fortbewegt,  dass 
sie  immer  mit  ihm  in  Berührung  bleibt.   Es 

bildet  also  diese  Curve  gewissermassen  den  directen  Gegensatz  zur 
gemeinen  Cycloide,  indem  bei  ihr  der  Kreis  fest  und  die  Gerade  be- 
weglich ist,  während  dort  der  umgekehrte  Fall  stattfand. 

Um  ihre  Gleichungen  für  Parallelcoordinaten  zu  ermitteln ,  be- 
nutzen wir  ein  rechtwinkliges  System ,  dessen  Anfang  mit  dem  Mit- 
telpunkte 0  des  gegebenen  Kreises  zusammenfällt.  Die  ?/- Achse 
wird  durch  den  in  der  Kreisperipherie  befindlichen  Curvenpunkt  A 

Anal.  Geom.   I.  17 
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gelegt.  Stelleil  OM=x  und  MP  =  y  die  Coordiuaten  des  beschrei- 
benden Punktes  P  dar,  für  welchen  die  bewegte  Gerade  PN  den 
Kreis  in  N  tangirt ,  so  ist ,  wenn  man  Q  N  und  II N  parallel  zu  den 
Coordinatenachsen  zieht, 

x=OPi-QN,       y  =  BN+QP. 

Wird  nun  der  Eadius  0A=  0 N=a  gesetzt  und  der  in  Theilen  des 
Halbmessers  ausgedrückte  Winkel -4.0 iV  mit  to  bezeichnet,  so  er- 
hält man  aus  dem  Entstehungsgesetze  der  Curve : 

PN  =  Are  AN—  a  co , 

folglich  in  Verbindung  mit  den  vorhergehenden  Gleichungen : 

^  ,.  r     x  =  asih(a  —  acocoso) 

14)  \  ,  . 

[     y  ^==  a  cos  (o -\- a  03  sin  cü . 

Soll  die  Kreisevolvente  durch  Polarcoordinaten  r  und  0  (in 
gleicher  Weise  wie  bei  den  S^jiralen ,  mit  denen  sie  der  Gestalt  nach 
verwandt  ist)  ausgedrückt  werden ,  so  können  auch  diese  beiden  ver- 
änderlichen Grössen  vom  Winkel  co  abhängig  gemacht  werden.  Be- 
halten wir  0  als  Coordinatenanfang  bei  und  nehmen  0  Y  zur  polaren 
Achse ,  so  ist 

y2  rz=  a;2    1    y2  f^^^  Q  __  —  _ 

V 
Mit  Benutzung  von  Nr.  14)  giebt  die  erste  dieser  beiden  Formeln 

15)  »-^  =  a^  +  a^co^, 

woraus  in  üebereinstimmung  mit  der  Entstehuugsweise  der  Evol- 
vente folgt,  dass  kein  Punkt  dieser  Curve  innerhalb  des  festen  Ki'eises 
gelegen  sein  kann.    Von  r  =  a  an  wachsen  die  Werthe  von  r  gleieh- 

x 
zeitig  mit  co  ins  Unendliche.    Die  Gleichung  tand=  —  führt,  wenn 

man  aus  14)  die  Werthe  von  x  und  y  einsetzt  und  im  Zähler  und 
Nenner  durch  a  cos  co  dividirt ,  zu  dem  Resultate : 

r^        tan  CO  —  ca 

tan  ü  = 


1  -f-  CO  tan  0} ' 

Wird  hierin  auf  co  reducirt ,  so  entsteht  die  einfache  Formel : 

16)  CO  =  tan  {co  —  0) , 

aus  welcher  die  den  verschiedenen  co  zugehörigen  Werthe  von  0  be- 
rechnet werden  können.  —  Die  Gleichimgen  15)  und  16)  lassen  sich 
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■übrigens  auch  auf  sehr  leichte  Weise  unmittelbar  aus  der  Fig.  62 
Jierleiten,  wenn  man  darin  den  Leitstrahl  OP  zieht.  Wir  geben 
-dies  der  Selbstübung  des  Lesers  anheim. 

Die  Untersuchung  über  die  Lage  der  Tangenten  einer  Kreis- 
evolvente kann  mit  Hülfe  der  Gleichungen  14)  auf  demselben  Wege 
vrie  bei  der  gemeinen  Cycloide  geführt  werden.  Sie  liefert  das  Ee- 
sultat ,  dass  alle  Tangenten  des  festen  Kreises ,  welcher  die  Evolute 
•darstellt,  Normalen  der  Evolvente  bilden.  Es  ist  dies  eine  Eigen- 
schaft, welche,  wie  die  höhere  Mathematik  beweist,  jeder  Evolute 
in  Beziehung  zu  ihrer  Evolvente  zukommt. 


Yerlbesseriiiigeii. 


Seite  24  Zeile  2  von  unten  statt:  gonometrisclien  lies:  goniometrischen. 

31  Formel  8)  statt:  Äx  lies:  Axi. 

„     38  Zeile  3  von  oben  fehlt  7)  vor  der  Formel. 

,     75      „      6     „        „       statt:   CD'  lies:  CD. 

,    84      „      7     „        „      statt:  PF^  Hes:  PF,. 

i_ 
,  168  Formel  5)  statt:  f^  lies:  |(P. 
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